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NOTA DE INTRODUCCION 


La colección de monografías científicas forma parte de los 
programas generales de información y publicaciones del Departa- 
mento de Asuntos Científicos y tiene como finalidad principal 
difundir y presentar de manera sencilla los nuevos temas y métodos 
que surgen del rápido desarrollo de las ciencias y de la tecnología. 


En la actualidad la colección consta de cuatro series, en español 
y portugués, sobre física, química, biología y matemática, pero 
s e contempla la posibilidad de incluir otros ramos de las ciencias. 

Desde su comienzo se dedicó estas monografías a los profeso- 
res y estudiantes de ciencias de nivel secundario y universitario 
básico, no obstante se aspira a que encuentren también acogida 
entre los hombres de ciencias dedicados a la investigación espe- 
cializada y el publico en general que se interese en adquirir 
información o conocimi sntos sobres la matsria 


En esta oportunidad, la Unión Panamericana agradece a la 
Agencia para el Desarrollo Internacional y a la Fundación Nacional 
de Ciencias de los Estados Unidos por la significativa ayuda eco- 
nómica recibida en apoyo de este programa, así como al Df. Enzo R, 
Gentile, autor de la monografía, y al Prof. Gerardo Ramos del 
Instituto de Matemáticas Puras y Aplicadas, Universidad Nacional 
de Ingeniería, Lima, Perú, por la revisióntécnica del manuscrito. 


Jesse D. Perkinson 
Director 



PROLOGO 


El profesor Enz o Gentil e, bien conocido en los medios educativos 
latinoamericanos por sus Ínter esantes libros de álgebra, ha escrito 
a petición de la Unión Panamericana esta obra de introducción a 
dicha materia. 


Es inútil referirse a todas las cualidades de la monografía, 
que son muchas, pues pronto el lector las apreciará por sí mismo. 
Pero si debe advertirse que, aun siendo elemental, el tratamiento 
es profundo, como lo requiere el estado presente de estas disci- 
plina, El autor no ha intentado cubrir abundante material, sino 
que se ha limitado a caracterizar lo esencial de las estructuras 
básicas del álgebra. Sin embargo, todos los conceptos están li- 
gados por principios unificadores de modo que una estructura 
sigue naturalmente a la otra enunproceso de evolución y de cre- 
ciente diversificación. Gran parte de las ideas básicas están 
referidas a estructuras simples y sus morfismos: los monoides y 
los semigrupos. Estas ideas son objeto de sucesivas adaptacio- 
nes a medida que el desenvolvimiento de las estructuras lo exige 
a consecuencia de la definición de nuevas relaciones, tales como 
las de equivalencia, que conducen a las estructuras cocientes. 


Los numerosos ejemplos y ejercicios formanparte importante 
del texto. Estos han sido cuidadosamente s elecci onados para ilus - 
trar conjuntos de propiedades, enriquecer matices, destacar 
importantes analogías y penetrar en campos afines de mucho in- 
teres. 


Finalmente, conviene prevenir al lector que se inicia en el estudio 
del álgebra que con esta monografía del profesor Gentile no sólo lle- 
gará a familiarizarse con conceptos de gran valor, sino que, 
además, los encontrará expresados en el lenguaje del álgebra de 
hoy, es decir, en términos de diagramas conmutativos, morfismos, 



biyécciones y sucesiones exactas. Esta es, sin duda, una de sus 
características más ventajosas para vencer desde el comienzo la 
barrera que artificialmente pudiera crear el nuevo lenguaje. 


Gerardo Ramos 


Lima, Perú, junio de 1967 
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INTRODUCCION 


En este capitulo se establecerán los conceptos que pueden 
considerarse como prerequisitos para lalectura de esta monografía. 
La exposición es puramente enumerativa y se supone que el lector 
esté familiarizado con el material. 

A. Lógica Proposicional 

Se entiende por proposición una sentencia con un único valor 
de verdad: V - verdadero o F = falso. 

El sentido de "verdad" en una teoría matemática es el siguiente: 
una proposición P es verdad (o verdadera) si es un axioma de la 
teoría o si es demostrable, por reglas válidas de razonamiento, a 
partir de los axiomas de la teoría. O sea, brevemente, el sentido 
de verdad es el de "demostrable". 

Sean P y Q proposiciones. Se tienenlas siguientes proposicio- 
nes asociadas: 


P 1 = negación de P 
P • Q = P y Q 
P o Q = P o Q 

Los valores de verdad de estas nuevas proposiciones están 
dados por las tablas de verdad, reunidas en una, 


p 

Q 

- P P • Q P o Q 

V 

V 

F V V 

V 

F 

F F V 

F 

V 

V F V 

F 

F 

V F F 


Leyes de De Morgan 

(P o Q ) 1 = P T • Q» 

(P * Q)' = P' o Q' 

Por igualdad — debe entenderse que para cada asignación de valor 
de verdad a P y Q, (P o Q ) 1 y P 1 • Q* poseen el mismo valor de 
verdad y, análogamente, (P . Q)' y P 1 o Q'. O sea, la igualdad ra- 
dica en poseer las mismas tablas de verdad. 



La proposición P 1 o Q posee la siguiente tabla de verdad 


p 

Q 

P’ o Q 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

y 

V 

F 

F 

V 


En matemática se utiliza esta proposiciónpara representar el con- 
dicional: si P entonces Q. Se la denota por 


P => Q 

y se lee: P implica Q. P se denomina el antecedente del condi- 
cional y Q el consecuente. El lector puede observar que el hecho que 
P => Q sea V no da ninguna información sobre los valores de ver- 
dad del antecedente o del consecuente. Esta situación es satisfactoria 
en matemática y en toda ciencia deductiva. Por ejemplo, las pro- 
posiciones siguientes son verdaderas: 

-1 = 1 =>1 = 1 
-1 = 1 =>2 = 0 

La forma en que se utiliza en matemática el condicional P => Q 
es la siguiente. A partir de una proposición P {verdadera o falsa), 
y utilizando reglas válidas de razonamiento, deducimos una propo- 
sición Q. O sea, utilizando la terminología matemática deducimos 
Q de P. Es evidentemente que de acuerdo con lo que significa una 
deducción no puede un razonamiento matemático deducir una propo- 
sición falsa de una proposición verdadera. O sea que, independien- 
temente del valor de verdad de P, la proposición P=* Q es verdadera. 
Ahora bien, si ocurre que P es V entonces, observando la tabla de 
verdad de P => Q, se tiene que Q es V. Esta regla de inferencia se 
denominado dus ponens y se expresa brevemente por 


rP ^QesVy't 
t P es V J 


entonces Q es V. 


Otras denominaciones para la proposición P ^ Q son: 

P, sólo si Q, P es condición suficiente para Q. 

Q, si P, Q es condición necesaria para P. 

Así, "una condición necesaria (pero no suficiente) para que un 
triángulo sea equilátero es que sea un triángulo isósceles " y "una 
condición suficiente (pero no necesaria) para que un triángulo sea 
isósceles es que sea un triángulo equilátero". 

La proposición 


(P => Q) • (Q =* P) 



la denotamos por 


P « Q 


y se denomina: P es equivalente a Q o P si, y sólo si, Q o P es con- 
dición necesaria y suficiente para Q. P <=> Q es VsiPyQ poseen 
simultáneamente el mismo valor de verdad. 

Por ejemplo, la siguiente es una proposición verdadera 
(P => Q) « (Q 1 => P') 

Por tanto, P => Qy Q 1 =* P 1 son simultáneamente verdaderas 
o falsas. Este hecho lo utilizaremos a menudo para probar la va- 
lidez de P =* Q, probando la validez de Q 1 => P 1 . Este tipo de 

demostración lo llamaremos reducción al absurdo. 


B. Conjuntos 

Sea X un conjunto. Con x e X denotamos la proposición "x es 
un elemento de X" o "x pertenece a X" o también "X contiene a x 11 . 
Con x ¿ X denotamos su negación. 

Sean Z, Y conjuntos. Diremos que Y es subconjunto de Z, en 
símbolos Y c Z, si la proposición 

a e Y =* a e Z 

es V cualquiera que sea a e X. 

Diremos que Y = Z si la proposición 

a e Y « a e Z 

es verdadera. Entonces Z = Y si, y sólo si, Z c Y e Y c Z. 

Sea P(x) una proposición relativa al elemento genérico x de X. 
Con [x/ P (x)} denotamos la totalidad de elementos de X para los 
cuales P{x) es V, o sea 

a e [x / P (x)} si, y sólo si, P (a) es V 

Con 0 denotamos el subconjunto de X definido por la proposición 

P (x) : x e X =» x ¿ X 

Nótese que cualquiera que sea z e X 

z ^ 0 es V 

En efecto, si z e X, entonces z ¿ X es F y asi 
z e X => z ^ X esF 

(por ser el antecedente V y el consecuente F). Por lo tanto 
z / [x/xe X => x^X] = 0 
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Consecuentemente 0 c Y cualquiera que sea Ye X, 0 se denomi- 
na el conjunto vacio . 

Con [x 1? x¿, . . . , Xjj] denotamos el conjunto cuyos elementos son 

x i, •• r^- 


Sean U y V subconjuntos de X. 


U U 
U 
U 


U 

U 


V={x/xeU o xeV}= unión de U y V. 
flV={x/xeU * x £ V] = intersección de U y V. 

- V = {x/ x e U * x ¿ V] = diferencia de U con V. 

C X V = QV = X - V = complemento de V en X. 

A V = (U - Y) U {V - U) = diferencia simétrica de U y V. 
X V = {(a, b) / a e U • b e V] = producto cartesiano de U con V. 


Se dice que U y V son disjuntos si U Í1 V = 0. 


Sean U, V, W subconjuntos de X. Entonces 


u 

u 

(V 

u 

W) 

= 

(U 

U 

V) 

u 






= 

u 

u 

V 

u 

u 

n 

(V 

n 

W) 

= 

<U 

n 

V) 

n 






- 

u 

n 

V 

n 

u 

n 

(V 

u 

W) 

= 

(U 

n 

V) 

u 

u 

u 

(V 

n 

W) 

= 

<U 

u 

V) 

n 


G 

(U 

u 

V) 

= 

(CU) 

n 

(0 


Q 

’(U 

n 

V) 

= 

(0 

U) 

u 

[0 

u 

A 

(V 

A 

W) 


<U 

A 

V) 

A 

u 

n 

(V 

A 

W) 

- 

(U 

n 

V) 

A 

I 

* (X) denota 

el 

conjunto 

de 


W y escribimos simplemente 
W 

W y escribimos simplemente 
W 

(U D W) 

(U U W) 

V) 1 

j Leyes de De Morgan 
W 

(u n w) 

partes de X, o sea 


U e P(X) » U c: X 


C. Aplicaciones Entre Conjuntos 

Sean A y B conjuntos. Una aplicación (o función ) de A en B es 
un subconjunto f de A X B caracterizado por 

fl ) Para todo x e A existe y e B tal que {x, y) e f. 

f 2 ) Si (x, y) e f y (x, y 1 ) e f, entonces y = y'. 

Una aplicación de A en B está caracterizada pues por lapropie- 
dad de asignar a cada x e A un único ye B. 

Una aplicación f de A en B se denota por 

f : A -*■ B o también A B 

y, además, si (x, y) e f escribimos 

f : x yo también x -*■ y 

o y — f (x) 

y = fx 


o 



Con id A : A -» A denotamos la aplicación identidad de A: 

id A (x) = x cualquiera que sea x e A. 

Sean f : A -* B y g : A -*■ B aplicaciones. Entonces 

f = g si, y sólo si, í (x) = g (x) cualquiera que sea x e A. 

Sean A, B, C, conjuntos. Sean g : A -» B y f : B -» C aplicacio- 
nes. La composición de f con g es la aplicación 

f o g: A - C 


definida por 


f o g: x - f (g (x)) 
si x e A 


Si h : C -* D, f : B -♦ C, g : A -* B entonces 

h o (f o g) = (h o f) o g 
y esta composición la denotamos por h o f o g. 
Diagramas de conjuntos y aplicaciones 


B 

A 

B 




| f 

j i 

I f 

tN 


u 

c 

C 

— D 


se dirán conmutativos si, respectivamente, 

h = fog y f o g = h o j 
Sea f: A -* B una aplicación de A en B. Diremos que 


f es inyectiva si f (x) = f(x') => x = x 1 es V 

cualesquiera que seanx, x' e A, o equivalentemente 
si x ^ x' =» f (x) ^ f(x') es V 
cualesquiera que sean x, x' e A. 
f es sobre si para todo y s B existe x e A tal que y = f (x) . 


f es biyectiva si f es inyectiva y sobre. 
Entonces f : A -*■ B es 


inyectiva 
tal que 
sobre 
tal que 
biyectiva 
tal que 


si, y sólo si, existe una aplicación g : B 
g o f = id A 

si, y sólo si, existe una aplicación g: B 
f o g = id B 

si, y sólo si, existe una aplicación g: B 
g o f = id A y f o g = id B 


A 

A 

A 


Sea f : A -* B una apliación y sea Y c A. Entonces 


f{Y) = {y / y e B y existe x e A tal que y = f(x)}. 
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Los conjuntos A y B son coordinables, o A es coordinable a B 
si existe una aplicación f : A -* B biyectiva. 

D. Relaciones de Equivalencia 

Sea A un conjunto. Todo subconjunto r de A X A define una re- 
lación en A por x ~ y si, y sólo si, (x, y) s r. 

Por ejemplo, si 

r = {(x, y) / x = y] = Diagonal de A 

entonces la relación definida por r sobre A es la "igualdad". Una 
relación r definida sobre Ase dice de equivalencia si satisface: 

el) x ~ x cualquiera que sea xe A. 

e2) x ~ y si, y sólo si, y ~ x, 

e3) Si x ~ z y z ~ v, entonces x ~ v- 

Sea r una relación de equivalencia sobre A. Para todo a e A 
definimos 

C a = [x / a ~ x] 

y lo denominamos la clase de equivalencia defi nida por a, o tam- 
bién la saturación de a por r. 

Se tienen las siguientes propiedades: 

- a e C fl cualquiera que sea a e A 

- a e C b si, y sólo si, b e C a 

- C a = C b si, y sólo si, a ~ b 

- c a n c b = 0 6 c a = c b 


Se denomina conjunto cociente de A por r y se le denota por 
A/r, o también A /~, al conjunto formado por todas las clases de 
equivalencia de elementos de A: 

A/~ = {C. / a € A] 

Se denomina aplicación canónica de A en A/~ a la aplicación 


definida por 

(j es una aplicación sobre. 


9 • A 
9 (a) 


A/ 

c a 


Ejemplo 

Sea A = [ 1 , - 1 , 2} . Entonces x ~ y si, y sólo si, x 3 = y 3 es 

una relación de equivalencia sobre A. Se tiene 

C, = C_! = [1, -1} C 2 = {2} 

Q : A -• A/ — está dada por 

9(1) = 9 (- 1 ) = {l, -l] 

9(2) = {2} 



E. Aritmética 


Conjuntos numéricos: 

N = conjunto de los números naturales 
Z = conjunto de los números enteros 
Q = conjunto de los números racionales 
R = conjunto de los números reales 
C — conjunto de los números complejos 

m e Z si, y sólo si, m = 0 omeN o - m e N. 

me Q si, y sólo si, existen enteros r, s, s 0 tales que m - r • s” 1 

= r/s. 

Principio de Inducción. Sea H un subconjunto de N tal que 
i. 1 e H 

ii. Si m e H entonces m + 1 e N 
Entonces H = N 

Algoritmo de División. Sean m y n enteros, 0 < n. Existen 
enteros q y r que satisfacen 

a) m = n • q + r 

b) 0 ¿ r < n 

Si además q* y r' son enteros que satisfacen a) y b) se tiene q — q 1 
y r — r'. 

Sean m y n enteros no nulos. Diremos que n divide a m , o que 
n es divisor de m, o que m es múltiplo de n, . . si existe c e Z 
tal que m — n -c. Escribimos n / m. Entonces sin/m y m/r 
se tiene n/ r, n, m, r e Z. Se denominan divisores triviales de 
un entero m a los enteros 1,-1, m, - m. Un entero positivo p ^ 1 
se dice primo si sus únicos divisores son triviales. 

Se denomina máximo común divisor de m y n a todo entero po- 
sitivo d que satisface 

MI ) d/myd/n 

M2) si d' e N satisface d'/m y d 1 / n entonces d '/ d. 

El máximo común divisor de m y n existe y es único, y se lo 
denota por (n, m). Se tiene además la siguiente relación: existen 
enteros a y b tales que 

(n, m) = n • a + m • b 

Si (n, m) = 1 se dice que n y m son coprimos. 

Se denomina mínimo común múltiplo de myn a todo entero po- 
sitivo t que satisface 



mi ) n/ t y m/ t 

mZ) si t' e N satisface n/ 1 1 y m/ f entonces t/t 1 . 

El mínimo común múltiplo de n y m existe y es único y se lo 
denota por [n, m], Se tiene la igualdad 

n • m = (n, m) • [n, m] 

Sea m e N. La relación en Z: 

a ~ b si, y sólo si, m/ (a - b) 

es una relación de equivalencia, que se denomina la congruencia 
módulo m y se denota por a = b mod(m). 

Sea en Z la relación ^ de orden menor o igual. Llamaremos 
sección a la derecha de Z a todo subconjunto de Z de la forma 

s a = Cx/ a á x] 

Principio de Buena Ordenación. Toda sección a la derecha S a de 
Z satisface la siguiente propiedad: 

Si H c S a y ^ / H existe e H tal que 1^ ¿ h cualquiera que 
sea h e H. O sea, todo subconjunto no vacio de H posee primer 
elemento. 

Este Principio de Buena Ordenación es equivalente al Principio 
de Inducción en N. Aquí lo aplicaremos a la sección S 0 de Z. 



I. ESTRUCTURAS DE MONOIDE Y SEMIGRUPO 


A. Leyes de Composición 

Definición. Sea A un conjunto no vacío. Llamaremos ley de 
composición interna (o simplemente ley de composición) definida 
sobre A a toda aplicación: 

* : A x A - A 

Si x, y £ A escribimos 

* (x, y) = x * y 

Al elemento x * y lo denominamos la composición (por *) de 
x con y. 

La definición anterior formaliza la noción de operación binaria 
entre elementos de A. Las operaciones de suma y producto entre 
números constituyen los ejemplos naturales de leyes de composi- 
ción. 

Definición. Se llama MONOIDE a todo par (A, *) formado por 
un conjunto A y una ley de composición *. Diremos también que * 
define sobre A una estructura de monoide. 

Obsérvese que a veces se sobreentenderá la ley de composición 
* definida sobre A y se denotará (A, *) simplemente por A, y nos 
referiremos al monoide A. 

Por ejemplo, si A denota cualquiera de los conjuntos numéricos 

N, Z, Q, R, C 

y * la suma ordinaria + o el producto ordinario ■ de números, se 
obtienen los siguientes monoides: 

(N, +), (N, ■ ) 

<Z,+), <Z,0 

(Q, +), (Q, • ) 

<R, +), (R, • ) 

<c,+), (C, •) 

Veamos otros ejemplos: 

1. A = N 

x * y = (x, y) - máximo común divisor de x e y 

2. A = N 

x * y = [x, y] - mínimo común múltiplo de x e y 

3. A = Z 

x * y = 0 



4. A = Z 

x * y = x - y {- denota la diferencia de enteros) 

5. A = Z 

x * y = x s • y 3 (• denota el producto ordinario de enteros) 

6. A = Z 

x * y = x 

Sea X un conjunto y sea A = P (X) el conjunto de partes de X. 
Entonces las siguientes estructuras de monoides pueden conside- 


rarse 

sobre A 









7. 

A 

- 

¿>(X) 




9. 

A 

= 

¿><X) 



U 

* 

v = 

u 

u 

V 


U 

* 

V = 

u - V 

8. 

A 

- 

P(X) 




10. 

A 

= 

P(X) 



U 


V = 

u 

n 

V 


U 

* 

y = 

U A V 


Otra categoría importante de monoides la constituyen los lla- 
mados monoides finitos . 

Definición. Diremos que un monoide (A, *) es finito si el conjun- 
to A es finito. En todo otro caso diremos que (A, *) es infinito. 

La descripción de los monoides finitos se hace mediante tablas 
de composición. Por ejemplo, si 

A = {a x , . , aj 
construimos la tabla (de *) 


* 

a l 

a 2 


£ 

j 

. . . 

a 

n 

a i 








a 2 








* 








a l 





l. *a 

j 






— 


: 







a 

n 








escribiendo en la casilla ubicada en la intersección de la fila i y la 
columna j, el elemento a t * aj. 



Algunos ejemplos son: 


11. A - {0, 1,2-j 


* 

0 

1 

2 

0 

0 

1 

2 

1 

1 

2 

0 

2 ! 

2 

0 

1 


es 

el monoide definido 

por 










o 

n 

o 

o 


0 

* 

1 

= i 


0 

* 

2 = 


1*0 = 1 


1 

* 

1 

= 2 


1 

* 

2 = 


2*0 =2 


2 

* 

1 

= 0 


2 

* 

2 = 

12. 

. A = {0,1,2} 












* 



0 

1 

2 






0 



0 

0 

0 






1 



1 

1 

1 






2 



2 

2 

2 




es 

el monoide definido 

por 












x 

* 

y 

= X 






2 

0 

1 


Ejercicio. Sea A un conjunto finito de n elementos. ¿Cuál es 
el número máximo de estructuras de monoide que pueden denifir- 
se sobre A? Hallar todas las estructuras de monoide para el caso 
n = 2. 
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B. Composiciones n-arias. Asociatividad 

Sea (A, *) un monoide. Las composiciones 

x * y e A 

si x, y G A constituyen las composiciones binarias de elementos 
de A. Si x, y, z denotan elementos de A dados en un cierto orden, 
podemos obtener los siguientes elementos de A "vía" composicio- 
nes binarias: 


x * (y * z) 
( x * y) * z 



Análogamente, con. elementos x, y, z, v de A, dados en un cierto 
orden, podemos formar los siguientes elementos de A "vía" com- 
posiciones binarias: 

a = x * (y * (z * v) ) b = x * { (y * z) * v) 

(I) c = {x * y) * (z # v) 

d = (x*(y i!e z)) > ¡'z e = ( (x * y) * z) ^ z 

{¿Descubre el lector la ley de formación?) 

En general, dados n elementos x x , x^ . . , x„ de A en un cierto 
orden, llamaremos composición n-aria de los mismos a todo ele- 
mento de A que se obtenga de x x , x 3 , . . , x„ por sucesivas composi- 
ciones binarias, conservando siempre el orden inicial. 

Las composiciones n-arias no tienenporque ser necesariamente 
iguales entre sí. Por ejemplo, en el monoide {Z, -) de enteros 
racionales, conla diferencia como ley de composición, existen ele- 
mentos x, y, z en Z cuyas composiciones ternarias no coinciden. En 
efecto, sean 

x = y = z = 1 

Entonces 

-- ife / . , Sfe rr \ _ 1 /I 1 \ — 1 

A . V y ’ - A-Vy-^/ - J. - \± - * l - * 

(x * y) * z = (x - y) - z = (1 - 1 ) - 1 = -1 


Definición. Sea (A, #) un monoide y sea ne N, 2 < n. Diremos que * 
es n-asociativa si cualesquiera que seanx x , x¿, . . , x^ en A, dados en un 
cierto orden, coinciden entre si todas sus composiciones n-arias. Di- 
remos que * es asociativa si es n-asociativa, cualquiera que sean. 

Definición. Se denomina SEMIGRUPO a todo monoide cuya ley 
de composición es asociativa. 

Teorema, Un monoide (A, *) es un semigrupo si, y sólo si, * 
es 3-asociativa, o sea si, y sólo si, 

x * (y * z) = (x * y) * z 

cualesquiera que sean x, y, z en A. En otros términos, una ley de com- 
posición es asociativa si, y sólo si, es 3-asociativa, 

Demostración, Si (A, *) es un semigrupo, entonces * es n-aso- 
ciativa para todo n, y lo será en particular si n = 3, de manera que 
la parte "sólo si" del teorema queda probada. Veamos laparte "si". 
Vamos a probar que 3-asociatividad implica n-asociatividad cual- 
quiera que sea n. Antes de continuar ilustremos un caso particular de 
esta implicación, a saber: 3-asociatividad implica 4-asociatividad. 
O sea, debemos probar que todos los elementos a, b, c, d, e de (I) 



coinciden entre sí. Para ello compararemos todas las composi- 
ciones cuaternarias con la composición a: 


b = x 

* ( (y 

* 

N 

* 

ti 

(y * (z * v) ) 

= a 

£ 

II 

0 

* y) 

* 

(z * V ) 

= x * 

(y * {z * v) ) 

= a 

d = (x 

* (y 

* 

z) ) * V 

= ((x 

* y) ^ Z ) ^ V 






= (x * 

y) * {z * v) 

= c 

e = ( (x * y) 

* 

z) * V 

= (x * 

(y * z) ) ^ v 

= d 


por lo tanto 


a=b=c=d = e 


a 

a 


g ene r til ., 


s i g vil end o 


individualizaremos, para cada conjunto finito 


G S Cjli G xn ¿1 


ci nt g rio x j 


Xi, xa, . . , Xjj 

la composición n-aria 

x L * (x a * ( (x^ * xj ) ) 

que denominaremos la composición n-aria principal. Así, por ejem- 
plo, para n = 3 

X L * (X2 * X3) 

para n = 4 

Xi * (Xg * {Xq * xj ) 

para n = 5 

Xi * {x 2 * (x 3 * (x^ * Xg) ) ) 

Procederemos por inducción en n. El caso n = 3 es verdadero 
por hipótesis. Sea válida la k-asociatividadpara todo k < n. Sean 
x lf xa, . . , x^ elementos de A, dados en un cierto orden, y sea 3 < n. 
Sea x una composición n-aria de x 1? Xg, . . , x^ Entopees x es, en 
última instancia, una composición binaria 

x = a, l * a 3 

donde 

a x = x x o = una composición k-aria de x 1? . . . , x^, 1 < k 
a 2 = 3^ o a 2 = una composición (n - k) -aria de x^, . . , 

Por la hipótesis inductiva se tiene 

a x = x x o a x = x x * {x 3 . (x^ * x k ) . . ) = la composición 

k-aria principal asociada a x x , . . , x k 
= x x * siendo a{ = (xg * . . (x k _ 1 * x^). . ) 

Por lo tanto 

x = ai * a 2 = (x x * a[) * a 3 = x x * (a{ * a 2 ) 



y siendo a{ * as una composición (n - l)-aria debe coincidir con la 
composición (n - l)-aria principal asociada a x 2 , . . , x„. En conse- 
cuencia 

x - x x * (x a * (. . * (x n _ 1 * xj . . . ) ) 

Queda entonces probada la n-asociatividad. En virtud del Prin- 
cipio de Inducción se tiene n-asociatividad para todo n y, por tanto, 
asociatividad, que es lo que queríamos probar. 

En virtud del teorema anterior, tratándose de un semigrupo, de- 
notaremos con 

x x * x 2 * . . . . * x„ 

la (única) composición n-aria de elementos x x , . . , XjjdeA, dados en 
ese orden. En particular 

x * y * 2 = x * (y * z) = (x >ft y) * z 

Un caso importante es aquél en que 

x i = Xg — . . . — x tl — x 

escribimos 

x i * . . . * x n = x n 

A manera de ejercicio dejamos a cargo del lector verificar las 
siguientes relaciones: 

x 11 * x m = x n+m y ( xri ) B = x"* ■ 

cualesquiera que sean n, m e N. 

Ejemplos 

1 . Los monoides numéricos considerados anteriormente (N, +), 
(N, • ( C, * ) son todos semigrupos. 

2. El monoide (N, *), donde x * y = (x, y) = máximo común divi- 
sor de x e y, es un semigrupo. En efecto, recordémosla definición 
de (x, y): 

i. (x, y) e N 

ii. (x, y) divide a x y divide a y 

iii. Si d e N satisface "d divide a x y d divide a y n entonces 
"d divide a (x, y) M . 

Vamos a probar entonces que cualesquiera que sean x, y, z e N es 
válido 

(x, (y, z) ) = { (x, y), z) 

Llamemos d 1 al término de la izquierda y d s al término de la dere- 
cha. Entonces, en virtud de ii 

á x divide a x y divide a (y, z) 



por lo tanto 


d x divide a x, d x divide a y, d x divide a z 
Ahora en virtud de iii 

á 1 divide a (x, y) 

o sea 

d^ divide a (x, y) y di divide a z 
Se sigue de iii que 

d 1 divide a ( (x, y), z) = d 2 

Queda pues probado que d x divide a dg. Razonando en forma aná- 
loga para el caso simétrico, se obtendría que dg divide a d x . Pero 
entonces reuniendo estas dos afirmaciones resulta 

d x = d 3 

que es lo que queríamos demostrar. 

3. (N, *), donde x * y = [x, y] = mínimo común múltiplo de x e y, 
es un semigrupo. La demostración es análoga a la precedente. 

4. Sea X un conjunto no vacío y s ea A = Aplc(X) la totalidad de apli- 
caciones de X en X. Entonces, si f, g e A podemos definir la aplicación 
f o g : X -» X composición de f con g por 

x -» f (g (x) ) 

por lo tanto {Aplc{X), o) es un monoide. Sean ahora f, g, h e A. Si 
x e X resulta 

( (í o g) o h) (x) = (£ o g) (h (x) ) = f (g (h (x) ) ) 

(í o (g o h) (x) = f ( (g o h) (x) ) = f (g (h (x) ) ) 

de manera que 

(f o g) o h = f o (g o h) 

o sea (Aplc(X), o) es un semigrupo: el semigrupo de aplicaciones 
de X. ~ ~ 


Ejercicios 

1. Encontrar todas las estructuras de semigrupo que pueden defi- 
nirse en A = [O, 1}. 

2. Determinar en los monoides siguientes cuáles son semigrupos: 


a) 

(Z, 

*) 

donde 

X 

* 

y - 

x + y + x • y 

b) 

(Z, 

*) 

donde 

X 

* 

y = 

X 2 - y 2 

c) 

(Z, 

*) 

donde 

X 

* 

y - 

X 

d) 

(Z, 

*) 

donde 

X 

* 

y = 

x + 1 



3. Verificar si el siguiente monoide es o no semigrupo 


* 


a b 


c 


a 

b 

c 


a 

b 

c 


b c 

b b 

c c 
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C. Conmutatividad 

Sea (A, *) un monoide. 

Definición. Diremos que x, y e A conmutan entre sí* si 

x * y = y * x 

Diremos que {A, *) es un monoide conmutativo {o también que * es 
conmutativa) si todo par de elementos de A conmutan entre sí. 

Obsérvese que en todo monoide existenpares de elementos que 
conmutan entre sí: en efecto, x * x = x * x. Si (A, *) es un se- 

migrupo entonces cualesquiera que sean n, m e N y x e A: 

x n s{< x n = x n+DI = x m # x n 

Sea (A* *) un semigrupo conmutativo. Entonces si x x , x¿, x 3 e A 
valen las relaciones: 

m X X * x 3 * »3 = X 3 * X 1 * *3 = *2 * x 3 * X 1 = X 3 * X 3 * X 1 

' = x 3 * X x * Xg = X 1 * X 3 ^ Xg 

Cada expresión en las relaciones precedentes está evidente- 
mente caracterizada por los subíndices 1, 2 y 3 considerados en 
un cierto orden. Es decir, cada expresión está caracterizada por 
una "permutación" del conjunto [1,2, 3}. Por tanto, si s denota una 
permutación del conjunto { 1 , 2, 3}las relaciones (1) pueden escribirse 

x i * x 3 * x 3 = x #(l) * x #ía j * x bí¡3 j 

En general dados 

Xi, . . . , x^ 

pertenecientes a un semigrupo conmutativo, se tiene que cualquiera 
que sea la permutación s del conjunto [1,2, . . . , n] 

x* * x 2 * , . * * x„ = x a ( l) * x flÍ3 j * . . . * X fl(íl ) 

o también utilizando el signo de producto tt 

u n x, = tt* x B / j \ 
i=i 1=1 



Una relación importante válida en semigrupos conmutativos es 
la siguiente: cualesquiera que sean x, y e Ay n e N: 

(2) {x * y) n = x n * y n 

Por ejemplo, en el caso n = 2, su demostración es la siguiente: 


(x * y) 3 = (x # y) * {x * y) - 

= X * (y * x) * y 

= x * (x * y) * y 

— (x * x) * (y * y) 

= x 2 * y 2 


La demostración general de (2) se realiza por inducción en n. 
Ya la hemos demostrado para n = 2, Sea n > 2. Entonces 


(x * y) n 


(x * y) n 1 * (x * y) 

(x »-i *„»-!)* (x * v) (por hipótesis 

_ inductiva) 

x n_1 # {y"" 1 * x) * y 

X n_ ^ ^ (x ^ y n ""^ ) # y 

{x n_1 * x) * (y 11-1 * y) 

X n # y 11 


Obsérvese que para la demostración de (2) sólo se utiliza la 
asociatividad de * y el hecho de que x e y conmutan entre sí. Por 
tanto (2) es válida en todo semigrupo y para todo par de elementos 
del mismo que conmutan entre sí. 


Ejemplo. Sea (N, *) el semigrupo definido por x * y = x. Entonces, 
six, yeNynsN 


Por tanto 


(x * y) n = x n 
x 11 * y n = x n 

(x * y) n = x n * y n 


y sin embargo si x ^ y 

x * y ^ y * x 


Se sigue entonces que (2) no es equivalente ala conmutativa dad de 
x e y, o sea 

x * y = y * x => (x * y) n - x n * y n 

cualquiera que sea n e N 

siendo falsa la implicación recíproca. 


D. Identidades e Inversos 

Sea (A, *) un monoide. Resulta natural estudiar la existencia 
en A de elementos que gozan de las propiedades análogas al 0 en el 



monoide (Z, +} y al 1 en el monoide (N, ■ ), a saber 

m + 0 = 0+m = m cualquiera que sea m e Z 
n • 1 — 1 * n ~ n cualquiera que sea n e N 

Entonces 

Definición. Se dice que un elemento e e A es 

i. identidad a la izquierda de * si 

e * a = a 

cualquiera que sea a e A 

ii. identidad a la derecha de * si 

a * e = a 


cualquiera que sea a e A 

iii. identidad de * si es simultánea la identidad a la izquierda y 
a la derecha de *. 

Es claro que en el caso de monoides conmutativos no es nece- 
sario hacer distinciones entre identidad a la izquierda y a la derecha. 
Antes de dar algunos ejemplos anotemos la siguiente proposición. 

Proposición. Sea {A, *) un monoide. Sean e 1? e 3 e A. Entonces, 
si e x es identidad a la izquierda de * y 
si e 2 es identidad a la derecha de se tiene 

e i = e s 

Demostración. Por hipótesis 

e x * a = a 
b * e 2 — b 

cualesquiera que sean a y b e A. En particular si a = eg y b = e x 
resulta 

eg = e x * es = e x 

Corolario. En todo monoide existe a lo sumo una identidad. 

Corolario. Si un monoide no posee identidad pero posee iden- 
tidad ala izquierda (respectivamente a la derecha) entonces no posee 
ninguna identidad a la derecha (respectivamente a la izquierda). 

Corolario. Si un monoide posee identidad entonces posee una 
única identidad a la izquierda y una única identidad a la derecha. 


Ilustremos con algunos ejemplos. 



Ejemplos 


1. (N, *) donde x * y = x. Todo elemento de N es identidad a la de- 
recha, pero no existe identidad a la izquierda. 

2. (N, *) donde x * y = (x, y) = máximo común divisor de x e y. 
No posee elemento de identidad. 

3. (N, *) donde x^y— [x, y] — mínimo común múltiplo de x e y. 
1 es elemento identidad. 

4. (Z, *) donde x * y = x - y. Oes identidad a la derecha. No po- 
see identidad a la izquierda. 

5. Sea X un conjunto y sea (Aplc(X), o) el semigrupo de aplicaciones 
de X. La aplicación identidad id A : X -* X, definida por 

id A (x) = x 

cualquiera que sea x £ X, es elemento identidad de (Aplc(X), o). 

Notación. Se denotará con (A, e) un monoide con elemento 
identidad e. 

Definición, Sea {A, e) un monoide con identidad. Sea a e A. 
Diremos que 

i. posee un inverso a la izquierda (respecto de e) si existe b e A 
tal que 

b ^ a — e 

ii. posee uninverso a la derecha (respecto de e) si existe c e A 
tal que 

a * c = e 

iii. posee un inverso (respecto de e), o que es inversible, si existe 
d s A tal que 

d 5 < e a=a :íí d=e 


Ejemplos 

1 . En (N, . , 1 ) el único elemento con inverso es el 1 . 

2 . En (Z, . , 1 ) los únicos elementos con inverso son 1 y - 1 . 

3. En (Q, . , 1 > todo elemento distinto de 0 posee un inverso. 

4. En el monoide cuya tabla de composición es 


* 

0 

1 

2 

3 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

2 

3 

2 

1 

2 

0 

2 

3 

2 

3 

1 

1 



i. poseen inverso a la izquierda: 


20 


0 

1 

2 

3 


2*0 = 1 
1 * 1=1 
3*2=1 
3*3 = 1 


ii. poseen inverso a la derecha: 


1 : 1 * 1 

2 : 2 * 0 

3 : 3 * 2 


1 

1 

3*3 


1 


iii. poseen inverso: 


1 

3 


i * 1 =1*1 = 1 

3*3 = 3*3=1 


El ejemplo 4 sugiere todo tipo de anomalías en cuanto a la exis - 
tencia de inversos {a la izquierda, aladerecha). Observemos, sin em- 
bargo, que dicho monoide no es asociativo. En el caso asociativo la 
situación es más regular, según lo indica la siguiente proposición. 

Proposición. Sea {A, *, e) un semigrupo. Entonces si a e Aposee 
un inverso a la izquierda b y un inverso aladerecha c, se verifica 


b = c 


Demostración 

b = b*e = b*(a*c) = (b*a)*c = e*c = c 

En virtud de la unicidad dada en la proposición anterior se adopta: 

Notación. Sea (A, *, e) un semigrupo con identidad. Si a e A 
posee un inverso b en A, escribiremos a' = b. 

Ejemplo. Sea (Aplc(N), o, id N ) el semigrupo de aplicaciones del 
conjunto de números naturales. Sea f e Aplc(N) definida por 

f(n) = 2n si n e N 

Sea g e Aplc(N) definida por 

g(n) = S n / Z si , n es P ar 
^ \(n + 1 )/2 si n es impar 

Es fácil entonces verificar que 

g o f = id N 

de manera que g es inverso a la izquierda de f. Sin embargo, f no 
pos ee ningúninverso a la derecha. En efecto, de existir un inverso 
h a la derecha de f, se tendría g = h, según la proposición anterior. 



Pero entonces f seria biyectiva, lo cual no es así. Es fácil ver 
también que f posee infinitos inversos a la izquierda, todos distintos 
entre sí. 


Proposicién. Sea (A, *, e) un semigrupo con identidad. 

1 , si u e A posee un inverso a la izquierda v e A y si x e A posee 
un inverso a la izquierda y 0 A, entonces v * y es uninverso a la iz- 
quierda de x * u. 

2, Idéntica proposición con inversos a la derecha. 

3, Si x' es un inverso de x y si u' es uninverso de u, entonces 
x * u es inversible en A y se tiene 

{x * u)' = u* * x 1 

Demostración. Será suficiente probar 1 dado que 2 es de de- 
mostración análoga y 3 es consecuencia de 1 y 2. 

Se tiene por hipótesis 

v * u = e 
y * x = e 

por lo tanto 

(v * y) * (x * u) = v * (y * x) * u 

= v * e *u = V :,!c U 

= e 

conforme queríamos probar. 

Razonando inductivamente se tiene: 


Corolario, Sea (A, *, e) un semigrupo con identidad. Sean 
Xjj xa, . . , x n elementos de A coninversos en A x{, x¿, . . x¿, respecti- 
vamente. Entonces x x . x a . . x a es inversible en A y 


(x x .x 3 . . . xj' = x¿. . .x¿. x{ 

Proposición. Sea (A, *, e) un semigrupo con identidad. Si x 0 A 
es inversible, entonces su inverso x' también es inversible y satis- 
face 


(x')' = x 


Demostración. Se sigue de la interpretación de las igualdades 


x * x 1 = x 1 * x = e 


en términos de la definición de inverso. 


E. Submonoides 

Un procedimiento natural en el estudio de una estructura alge- 
braica es el de investigar las estructuras "más pequeñas" de la 
misma o, más propiamente dicho, las llamadas subestructuras . En 





muchos casos el conocimiento de cierta familia de subestructuras 
permite una descripción de la estructura de partida (a manera de 
ejemplo, para el lector informado, los grupos abelianos finitos es- 
tán completamente determinados por el conocimiento de ciertos de 
sus subgrupos "cíclicos"). En este sentido definiremos en esta 
sección submonoide y subs emigrupo. 

Definición, Sea (A, *) un monoide. Sea C un subconjunto de A. 
Diremos que * define sobre C una estructura de submonoide, o tam- 
bién simplemente que C es submonoide de A, si se satisfacen las 
dos condiciones siguientes: 

i- C 0 

ii. x, yeC ^ x * y e C. 

Definición. Sea (A, *) un monoide. Sea C un subconjunto de A. 
Diremos que * define sobre C una estructura de subs emigrupo, ó 
simplemente que C es un subsemigrupo de A, si se satisfacen las 
dos condiciones siguientes: 

i, C es submonoide de A 
ii. * es asociativa sobre C, o sea 

x * (y * z) = (x * y) * z 

cualesquiera que sean x, y, z en C! . 

Si C es submonoide de uninonoide {A, *), entonces la restricción 
de * a C define sobre C una estructura de monoide, de manera que 
todo submonoide es, en forma natural, un monoide. Análogamente, 
un subsemigrupo de un monoide es, en forma natural, un s emigrupo. 

Ejercicio. Probar que todo submonoide de un semigrupo es 
s emigrupo. 

Antes de entrar a la consideración de ejemplos específicos, ob- 
servemos que todo monoide (A, *) posee siempre un submonoide, a 
saber, el mismo A. 

Ejemplos 

1. Sea <Z, *) donde x * y = x - y. Entonces: 

a) C = {0} 

b) C {..,-4, -2, 0,2, 4, = {2m/m e ZJ 

son submonoides de (Z, *); a) es subsemigrupo, pero b)nolo es. La 
parte a) admite la siguiente generalización: sea Aun monoide y sea 
a c A un elemento idempotente, o sea tal que a 2 = a * a = a. Enton- 
ces [a] es un subsemigrupo de A. 

2. Sea {A, *) donde A = [0, 1, 2} y donde x * y = x. Entonces todo 
subconjunto no vacio de A es un submonoide de A. 



3. Sea (A, *) dado por la tabla 

* 

~ 

0 

1 

2 



0 

1 

2 


1 

1 

2 

0 

entonces 

2 

2 

0 

1 


c = [0} y C = [0,1,2} 


son los únicos submonoides de A. 

4. Sean X un conjunto e Y X un subconjunto. Sea A = P(X) el 
conjunto de partes de X. Sea (A, *) el monoide definido por 

u * v = u n v 

u c X, vcx 

C = P(Y) c P(X) es submonoide de (A, *). Obsérvese en este ejem- 
plo que 

X es identidad de (A, *) (en efecto, u f| X = u) 

Y ¿ X => X i C 

por tanto, un submonoide no "hereda" necesariamente la identidad 
del monoide, si este último posee una. 

5. Sea (A, *) un semigrupo y sea a e A un elemento que fijamos de 
antemano. Sea 

C. = [a k / k e N] 

el conjunto de todas las potencias naturales de a. Las relaciones 

a k * aJ = a k+ J 

y el hecho de ser C a ^ 0 muestran que C a es submonoide de A. Este 
submonoide tiene la propiedad: si C es submonoide de A y además 
a e C, entonces C a c: C. En este sentido C ft eselmenor submonoide 
de A que contiene a y se le denomina el submonoide engendra do por 
a. Ilustremos especializando Aya. 

i. (A, #) = (N, +). Notemos que 

a 2 = a * a — a + a — 2a 
a 3 = a * a * a = a + a + a = 

Entonces 

Cj = [1,2,3,...} = N 
C a = [2,4,6,...} 

ii. (A,*) = (N, .) 

Ci = [1} 

Cg = [2,4,8,16, 32,..} 

C 3 = [3,9,27,81, ...} 
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3a 
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iü • (A, *) = (Z, . ) 

C-! = {-1,1} 

6. Sea (A, *, e) un semigrupo con identidad. Sea U(A) la totalidad de 
elementos inversibles de A. (La razón de utilizar U(A) se debe a que 
los elementos inversibles suelen llamarse también unidades de A. ) 
Nuestra afirmación es: U(A)es un subsemigrupo de A. En efecto, 
U(A) 0 dado que e e U(A). La relación 

v' * u' = (u * v}' 

nos dice que 

u, v e U(A) =* u * v e U(A) 

Puesto que la asociatividad de * sobre U(A) es consecuencia de 
la asociatividad de * en A, se tiene que U(A) es un subsemigrupo de 
A: el subsemigrupo de elementos inversibles de A (o también el 
subsemigrupo de unidades de A). 

Particularicemos A. 

a) Sea X un conjunto no vacio y sea Aplc(X) = A el semigrupo 
de aplicaciones de X. Entonces 

f e U (Aplc(X) ) o Existe g e Aplc(X) tal que 

fog = gof = id x 
« f es biyectiva 

Por lo tanto, U(A) coincide con la totalidad de aplicaciones bi- 
yectivas de X en X, o sea con las transformaciones de X, Escri- 
bimos 

— 

U (Aplc(X) ) = Tran(X) 

y lo denominamos el semigrupo de transformaciones de X. 

b) Sea A = (Z, . , 1 ). Entonces U(A) = [l , - 1 j . 

c) Sea A = (N, . , 1 ). Entonces U (A) - {l j . 

d) A = [l, 2, 3, 6} con x * y = (x, y) = máximo común divisor de 
x e y. Entonces U(A) = {6}. 

e) Sea A = (Z, +, 0). Entonces U(A) = Z. 


F. Morfismos 

El modo natural en matemática de vincular dos conjuntos A y B 
es mediante aplicaciones de A en B o viceversa. Por supuesto que 
más que conjuntos lo que interesa es relacionar las propiedades 
que poseen los mismos y, por tanto, las aplicaciones de uno en otro 
deben también relacionar las propiedades en cuestión. En nuestro 
estudio, por ejemplo, los conjuntos poseen leyes de composición. 




Si intentamos establecer una relación entre dos de tales conjuntos 
debemos entonces buscar que las aplicaciones "respeten" esas le- 
yes de composición. Por ejemplo, los conjuntos N y Z de números 
naturales y de enteros poseen ambos la propiedad conjuntista de 
ser coordinables entre si, o sea que existe una aplicación biyectiva 

(1) f : Z - N 

Ahora en N y Z hay, en ambos casos, leyes de composición co- 
mo, por ejemplo, la suma. Sin embargo, no existe ninguna aplicación 
biyectiva (1) que preserve dichas leyes de composición, o sea que 
no existe una aplicación biyectiva f : Z N tal que 

(2) f (m + n) = f (m) + f (n) 

Las razones son muy sencillas, ya que de existir una tal aplica- 
ción se verificaría lo siguiente: 

(3) f (m) = f (m + 0) - f (m) + f ( 0 ) 
pero tratándose de números naturales 

f (m) /f(m) + f (0) 

de manera que (3) es un absurdo, consecuencia de suponer la exis- 
tencia de una aplicación f : Z -» N con la propiedad de preservar las 
"sumas". Note el lector que en realidad la condición de ser f bi- 
yectiva no es necesaria, por lo que, en definitiva, hemos probado 
que no existe ninguna aplicación f: Z -» N que pres erve las sumas en 
s entido de (2). 

Formalicemos ahora la discusión anterior: sean (A, *) y (B, *) 
monoides . 

Definición. Se denomina morfismo o también homomorfismo 
de {A, *) en (B, *), o simplemente de A en B, a toda aplicación 
f : A -» B que satisfaga: 

f (x * y) = f (x) * f (y) 
cualesquiera que sean x, y e A. 

Además, si A y B pos een elementos identidad (que denotamos en 
ambos casos por e) f satisface 

f( e ) = e 

Un morfismo de A en A se denomina también endomorfismo de A, 

Veamos algunas propiedades de morfismos y, por razones de 
simplicidad, supongamos que A y B son semigrupos. 

1 ) Si x, y, z e A entonces 

f (x * y * z) 
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f (x) * f(y) * f(z) 



o, en general, si x 1? . . ^ denotan elementos de A se tiene 


f(*i * * xj = f (x x ) * .. * f{xj 

en particular si x x = * . = x¡, = x 

f(x“) = f(x) n 


2) Si A y B poseen ambos elementos identidad, que denotamos 
por e, y si x e A posee un inverso a la izquierda y' se tiene 


f {y) # f {x) = f (y * x) - f { e ) = e 


r\ /n-w 1 « f ■£ f -t r\ m í! tlTl ^ 1 

x x w t-aiibu 4.\ y / co u.ü, x v ^ j- gy ex j-i 


•f/. 


la hipótesis f{e) = e. Análogamente, se tiene el resultado para unin- 
verso a la derecha» Reuniendo los dos resultados se tiene que si x 
posee un inverso x' en A entonces f(x) posee un inverso f(x') enB y por 
la unicidad del inverso se tiene 


Por lo tanto 


f{x l ) = fTx) 1 | 
f : A - B 


restringida al subsemigrupo U(A) induce unmorfismo que se denota 
también por f: 

f : U(A) - U(B) 

Nota. Para los semigrupos numéricos donde la ley de compo- 
sición es la suma, la relación f(x') = f(x) 1 se interpreta como 

f (- x) = -f{x). Para el caso multiplicativo la interpretación es 

ftx" 1 ) = f(x)' 1 . 

Ejercicio . Sea A un semigrupo y sea B un monoide. Probar 
que si existe unmorfismo sobre f : A -* B, B es un semigrupo. Además, 
si e e A es elemento identidad entonces f (e) es elemento identidad 
de B. 


Ejemplos 

0. Sea (A, *) un monoide. La aplicación id A : A -* A es un morfis- 
mo que llamamos el morfismo identidad de A. 

1. Sean (A, *, e) y (B, *, e) monoides con identidad. Entonces la 
aplicación constante f: A -♦ B definida por 


f {x) = e 

cualquiera queseax e A es unmorfismo, que llamamos el morfismo 
trivial {de A en B). 

2. Sean los monoides (Q, +, 0) y (Z, +, 0 ). Demostremos que el único 
morfismo de Q en Z es el dado por el ejemplo anterior, o sea que 

f (q) = 0 cualquiera que sea q e Q 




Sea, en efecto, f : Q -» Z un morfismo y sea r/s e Q. 


Entonces 


f(r/s) = f(2r/2s) = f{2{r/2s)) = f(r/2s + r/2s) 

= f(r/2s) + f(r/2s) 

= 2 • f (r/2s) 


y en general, si n e N, 

f(r/s) - f(nr/ns) 


f (n(r/ns) ) 


— f /r /n c \ 4- 4- f / v /r^ c \ 

— ^ \ Jf ‘ • * » ' + \*/ / 

= n • f (r/ns) 


f(r/ns + ...+ r/ns) 
n veces 


Se sigue entonces que el numero entero ( !) 

f (r/s) 

es divisible en Z por cualquier entero positivo n. Esto es posible 
sólo si 

f (r/s ) = 0 


dado que cualquier número entero no nulo posee sólo un número 
finito de factores (consecuencia del Teorema Fundamental de la 
Aritmética). Siendo r/s £ Q arbitrario, nuestra afirmación queda 
probada. (Este ejemplo ilustra también la discusión informal que 
se presenta al comienzo de esta sección. En efecto, en el monoide 
Q es válida la divisibilidad por enteros no nulos, es decir, que cual- 
quiera que sea x e Q y cualquiera que sea n e N existe ye Q tal que 


Ahora puesto que 
y f es un morfismo 


x = n • y 

x = n*y = y + y +. , + y (n veces) 
f (x) = n • f (y) 


de manera que "f preserva la divisibilidad por enteros no nulos". 
Puesto que este tipo de divisibilidad --o sea para todo n-- no es 
válido en Z, salvo para el caso trivial 


0 = n • 0 


se entiende bien que el único morfismo de Q en Z debe ser el tri- 
vial). 

3. Sea (A, *) un semigrupo conmutativo. Para cada n e N la apli- 
cación 

f n : A - A 
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definida por 


x 


x 1 



es un morfismo del monoide A en sí mismo. En efecto, esto es 
consecuencia de las relaciones 


(x * y) n = x n * y n 

válidas en un semigrupo conmutativo. Ilustremos especializando A. 
i. (A, *) = (N, . ) 

f n (x) = X * X. . . X = x n 

ii. (A,*) = (N,+) 

f n (x) = x + x+ ... + x = nx 

iii. Sea (A, *) el semigrupo definido por la tabla siguiente: 


Notemos que este semigrupo no es conmutativo. Veremos que 
f 3 no es un morfismo de A en A. 

En efecto, puesto que 


4*5 = 2 

debería tenerse 

f a <4 * 5) = f a (4) * f(5) = 4 2 * 5 2 = 1 * 1 = 1 
y además 

f a (4 * 5) = f a <2) = 2 a = 3 

Por lo tanto f no es un morfismo a causa de la no conmutativi- 
dad de *. 


G. Submonoides Asociados a Un Morfismo 

Sean {A, *, e) y (B, *, e) monoides con identidad y sea 

f : A -* B 


un morfismo. 



Sean los subconjuntos 

Im (f) cz B 
Nu (f ) c A 

definidos por 

Im (f) = [y / y e B y existe x e A con f (x) = y] 

Nu (f } = {x / f (x) = e] 

Proposición 

a) Im (f) es submonoide de B. 

b) Nu (f ) es submonoide de A. 

Demostración 

a) Sean y lf y a e Im (f). Por su definición existen x 1} x g e A 
tales que 

f ( x i) = Yi 

f ( x 2 ) = y 2 

y siendo f un morfismo 

Yl * y 3 = lÍX!) ^ I(X 3 ) = f(X X * Xg) 
lo cual demuestra que 

Yi * y 3 e Im(f) 

Notemos que f (e) = e implica Im (f ) ^ 0. 

b) Sean x Xj x 3 e Nu (f). Por su definición se verifica 

í (Xi) = e 
f(x 2 ) = e 

y siendo f un morfismo 

e = e * e = f (x x ) * f (xg) = f (x 1 * x 2 ) 
lo cual demuestra que 

x x * x 3 e Nu (f ) 

Notemos que f (e) = e implica que Nu {f ) ^ 0. 

Definición. Los submonoides de la proposición anterior se de- 
nominan submonoides asociados a f; en particular se denominan 

Im (f) imagen de f 
Nu (f) núcleo de f 

Ejemplos 

1. Sean (A, e) y (B, e) monoides. Si f denota el morfismo tri- 
vial f (x) = e, se tiene 

Im(f) = {e} 

Nu (f) = A 
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2. Sea (A, e) un monoide y sea f el morfismo identidad id Aj o sea 
f (x) = x. Se tiene 

Im (f ) = A 
Nu(f) = [e] 

3. Sea (A, *, e) = (Z, . , 1) y (B, *, e) = (N U {0}, . , 1). 
Sea f : Z -* NU {0} el morfismo f = í a o sea 

f(x) - x 3 

Entonces 

Im(f) = [0,1,4, 9,16 , ..} = [n 3 / n e NjU [0} 

Nu (f) = [-1,1] 


4. Sea (A, e) el monoide definido por la tabla 



La aplicación f : A -* B definida por 

f (0) = a f{2) = a 

f (1 ) = b f (3) = b 

es un morfismo (según podrá verificar el lector). Se tiene 

Im (f) = B 
Nu (f) = [0, 2 } 

H. Semigrupo de Morfismos 

Sean (A, *), (B, *) y (C, *) monoides. Sean 

g : A -*■ B 
y f : B C 


morfismos. Entonces la composición 



f o g : A -* C 

es un morfismo. En efecto, sean x, y e A 

(f o g) (x * y) = f (g(x * y) ) 

35 f (g( x ) * g (y) ) 

= f (g ( x ) * f (g(y) ) 

= (f o g) (x) * (f o g) (y) 

Además, si A, B y C son todos monoides con elemento identidad 
e, resulta 

tf n a \ l<*\ - ftat&W = f i*\ = ^ 

~ te/ \ ~ / * \t> \ v / / * \ w / v 

queda por tanto probado que f o g es un morfismo. 

La discusión precedente nos lleva a definir un semi grupo de su- 
ma importancia. En efecto, aplicando lo anterior a la situación 

A = B = C 

se tiene que si f y g son morfismos de A en A: 

f:A -* Ayg:A -+ A 

la composición 

f o g : A -* A 
es un morfismo de A, 

Proposición, Si End (A) denota la totalidad de endomorfismos 
de A entonces 

(f, g) - f o g 

define sobre End (A) una estructura de monoide con identidad. 

Además, (End (A), o) es un semigrupo y es subsemigrupo de 
Aplc(A). 

Demostración. La proposición queda enteramente probada 
mostrando que End(A) es un submonoide del semigrupo Aplc(A)de 
"aplicaciones" de A en A. Lo dicho anteriormente prueba eso efec- 
tivamente. El elemento e = id A identidad de Aplc( A) es un morfismo 
y por lo tanto pertenece a End(A). 

Definición, End(A) = (End(A), o) recibe el nombre de semi- 
grupo de endomorfismos de (el monoide) A. 


En el dibujo siguiente se muestra los distintos semigrupos aso- 
ciados al monoide A, La "zona" designada por Aut{A) será objeto 
de estudio más adelante. 




I. Tipos de Morfismos 

Al lector puede resultarle ahora natural la idea de introducir 
morfismos que le permitan relacionar diferentes (o aparentemente 
diferentes) estructuras algebraicas (en este caso se trata de mo- 
noides). Hay además otra razón para introducir morfismos, y es 
ésta, en el fondo, la razón fundamental. En álgebra al estudiar 
un cierto tipo de estructura (monoide, grupo, anillo, etc. ) se con- 
sideran dos tipos de modelos o ejemplos: abstractos y concretos. 
Asi, un modelo abstracto de monoide consiste en un conjunto A y 
una ley de composición * de manera que los elementos del conjunto 
son entes abstractos sobre los cuales no damos ninguna descrip- 
ción, y lo mismo sucede con respecto a la ley de composición. Un 
modelo concreto de monoide es aquél en que los elementos de A 
admiten una representación matemática; por ejemplo, sonnúmeros 
rotaciones, transformaciones, aplicaciones de un conjunto en otro 
y la ley de composición admite una representación natural en tér- 
minos de dichos objetos. De tal forma, si los elementos de A son 
transformaciones, entonces la ley de composición puede ser la 
composición de transformaciones. 

Resulta en tal caso importante para el estudio de las estructu- 
ras algebraicas poseer un modo de "representar estructuras abs- 
tractas mediante' estructuras concretas". En nuestra situación de 
monoides, por ejemplo, interesa poder representar monoides abs - 
tractos en monoides concretos. Asi, si A es un monoide abstracto 
interesa encontrar un monoide concreto M (un monoide numérico 
o un monoide de aplicaciones) y un morfismo f : A -* M que 
conserve al máximo la estructura de A. Esta idea lleva natural- 
mente a la definición siguiente. 

Definición. Un morfismo f : A B de monoides se designará 
un monomorfismo si la aplicación f es inyectiva, o sea si 


cualesquiera que sean x, y e A, x ^ y => f(x) f(y) 




Un monomorfismo f : A -* B permite "identificar" A a un 
submonoide de B. En efecto, Im(f) es un submonoide de B y la 
identificación es 

a -» f (a) 

Ejemplo. Sean los monoides dados por las tablas de composición: 

B 



A 


❖ 

0 

1 

2 

3 

* 

a 

b 

0 

0 

1 

2 

3 

a 

a 

b 

1 

1 

2 

3 

0 

b 

b 

a 

2 

2 

3 

0 

1 




3 

3 

0 

1 

2 


La aplicación 

f : A - B 

definida por 

f(a) = 0 
f(b) = 2 

define un monomorfismo de A en B y "vía" f es entonces posible 
identificar A con el submonoide {0, 2} de B. 

Sea ahora f : A -* B un monomorfismo de monoides tal que 

Im (f) = B 

entonces A es identificable a B y asilos monoides A y B son alge- 
braicamente indistinguibles. Este es el concepto importante de 
isomorfismo 

Definición. Sea f : A B un morfismo de monoides . Diremos 
que f es un isomorfismo si 

i. f es un monomorfismo 
ii. Im (f) - B 

En otros términos, f es un isomorfismo si f como aplicación de 
A en B es biyectiva. 

Un criterio útil para determinar si un morfismo es unisomor- 
fismo es el siguiente: 

Teorema, Un morfismo f : A -* B de monoides es un isomor- 
fismo si, y sólo si, existe un morfismo g : B -* A tal que las 
composiciones 
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g o f y f o g 
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satisfacen 

g o f = id A y f o g = id B 

Demostración. Sea, primeramente, g: B -*■ A unmorfismo que 

satisface las condiciones del teorema tal que 

g o f - id A y f o g = id e 

vamos a probar que f es un isomorfismo, es decir que f es biyec- 
tiva. Esto se debe al hecho de ser g una aplicación inversa de f. 
Para conveniencia del lector repetimos la demostración: 

f es inyectiva : sean x, y e A entonces 

f(x) = f (y) implica g {f (x) = g (f (y), osea 
(g o f) (*) = (g o f) (y), o sea x = y 
f es sobre : sea z e B, entonces g(z) e A satisface 
z = id 8 (z) = (f o g) (z) = f(g(z)) 

Recíprocamente, sea f unisomorfismo. f es entonces una apli- 
cación biyectiva de A en B y por lo tanto existe una "aplicación" 
inversa g : B -* A, es decir una aplicación que satisface 

g o f = id A y f o g = id B 

Se trata ahora solamente de probar que g es un morfismo. Sean 
pues z, v e B. Entonces 

f(g(v)) = v y f (g (z) ) = z 

de manera que 

z * v = f(g(z)) * f ( g { v) ) {y siendo f morfismo) 

= f(g(z) * g(v)) 

Por lo tanto (aplicando g y utilizando g o f = id A ) 

g(z * v) = g(f(g(z) * g{v))) 

= (gof) (g (z) * g(v) ) 

= id A (g(z) * g(v) 

= g(z) * g(v) 

lo cual demuestra que g es un morfismo. 

Corolario. Con la notación del teorema anterior, g es un iso- 
morfismo de B en A. 

Demostración. Es consecuencia del papel simétrico que juegan 
f y g en la condición del teorema. 

Definición. Diremos que un monoide A es isomorfo a un mo- 
noide B si existe un isomorfismo f : A -* B. 


Del teorema anterior (y su corolario) se desprende: 



Teorema. Sean A,B y C monoides 

i. Si A es isomorfo a B entonces B es isomorfo a A. 
ii. Si A es isomorfo a B y B es isomorfo a C, entonces A es iso- 
morfo a C. 

Demostración. 

i. es consecuencia del corolario. 

ii. Sean f : A -» B y g:B-*C isomorfismos. Existe entonces 
morfismos f 1 : B -+ A y g':C-*B tales que 

f 1 o f = id Aj f o f 1 = id 8 

g'og = id B , gog' = id c 

Por lo tanto 

(g O f) o (f ’ O g’) = go (f o f) o g' = g o id B o g' 

= g ° g' 

- ic^ 

(f 1 o g') o (g o f) = f 1 o (g 1 o g) o f = f 1 o id B o f 

= fof 

= i d » 
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es morfismo inverso de 

g o f : A -* C 

y, en virtud del teorema anterior, g o f es un isomorfismo de A en 
C, o sea A es isomorfo a C. 

Aplicación. Analicemos el caso de isomorfismos de A en sí 
mismo. Sean Aplc (A), Tran(A) y End (A) los semigruposde apli- 
caciones de A, de transformaciones de A y de endomorfismos de 
A, respectivamente. Sabemos que Tran{A) y End (A) son subse- 
migrupos de Aplc (A). 

Definición, Llamaremos automorfismo de A a todo isomorfismo 
de A en sí mismo. Con Aut (A) denotamos la totalidad de automor- 
fismos de A. Se tiene entonces los siguientes resultados: 

1 ) 

2) 

Por lo tanto Aut (A) es un semigrupo, que denominamos el se- 
migrupo de automorfismos del monoide A. 

Señalemos un tipo particular de automorfismos de un semigrupo 
(A, e) determinados intrínsecamente por A. Sea u e A un ele- 
mento inver sible. Consideremos la aplicación g : A -*■ A definida por 


Aut (A) = Tran (A) f| End (A) 


Aut (A) * U (End (A) ) 


Por lo tanto 

f' o g' : C - A 




g (a) = u * a * u' 
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Afirmamos que g es un automorfismo de A. En efecto, 


g( a i * a a ) = u * ( a i * a a) * u ' 

= u * a x * (u 1 * u) * a 3 * u' 

= (u * a x * u 1 ) * {u * a g * u 1 ) 

= g( a i) * g(a 3 ) 

Por lo tanto, g así definido es un endomorfismo. Probemos que 
g es un automorfismo. Será suficiente encontrar un inverso de g. 
Sea h : A -» A definido por h (a) = u 1 * a * u. Entonces, por la 
misma demostración hecha para g, se tiene que h es un sndomor- 
fismo de A. 


Puesto que además 


(g o h) (a) = g (u' * a * u) 

= u * (u 1 * a * u) * u 1 
= a 

(h o g) (a) = h (u * a * u') 

= u' * {u * a * u') * u 
= a 

s e tiene que h es inverso de g. Osea, g e Aut(A) conforme queríamos 
probar. Por lo tanto, si Int (A) es el conjunto de las aplicaciones así 
definidas, 


Notemos también que 
dado que 


Int (A) c Aut (A) 
id A e Int (A) 

a - id A (a) = e * a * e = e * a * e' 


Sean g, f e Int (A) definidos por u, v e A mediante 

g(a) = u * a * u' 
f (a) = v * a * v 1 

Entonces 

(g o f) (a) = g(v * a * v') = u * {v * a * v') * u' 

= (u * v) * a * (v* * u') 

= (u * v) * a * (u * v)' 

por lo tanto 

g o f e Int (A) 

Se ha probado pues que Int (A) es submonoide de Aut (A). Los 
elementos de Int (A), denominados los aut om o r f i s mo s interiores 
de A, están por lo tanto determinados por los elementos inversi- 
bles de A. Notemos que si u e A es un elemento inver sible tal que 


u * a = a * u 


entonces el automorfismo asociado a u es la identidad: 



g (a) = u * a * u 1 


a * u * u' 


a 


Enparticular, si A es un semigrupo conmutativo 

Int (A) = fidj 

Los elementos de Aut (A) que no están en Int (A) se suelen deno- 
minar automorfismos exteriores de A. Es siempre de interés 
conocer la existencia de automorfismos exteriores de un semigru- 
po dado. 


El diagrama siguiente reúne los diferentes semigrupos asocia- 
dos a un semigrupo (A, e). Los mismos están ordenados según 

la relación de "ser subsemigrupo de". 


Aplc(A) 



Ejemplos 


0 

Int(A) 


1 . Sea el monoide (A, *) definido por la siguiente tabla de compo 
sicion: 


* 

0 

1 

2 

3 

4 


0 12 3 4 
0 0 0 0 0 
0 12 3 4 
0 2 4 1 3 
0 3 14 2 
0 4 3 2 1 


Vamos a determinar End (A) y Aut (A). Notemos primeramen- 
te que cualquiera que sea el endomorfismo f de A 


f (0) = 0 


f(0) = 1 
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En efecto, si x e A entonces 0 * x = 0 implica 
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f(0) = f(0) * f (x) 

Por lo tanto, si f (0) ^ 0 existe (según la tabla) y e A tal que 

y * f (0) = 1 

por lo tanto 

1 = y * f (0) = y * f (0) * f (x) = f (x) 

y siendo x arbitrario, f es el morfismo trivial. Enparticular f { 0 ) = 1 . 

Tratándose además de un monoide con identidad 1 se verifica 
(dada la definición de morfismo) que 



cualquiera que sea f e End (A). 

Además, si x e A, x ^ 0 entonces 

f(x) = 0 

es imposible. En efecto, x ^ 0 implica (según la tabla) la existen- 
cia de x' e A tal que x' * x = l,por lo tanto 

f (x) = 0 implica 1 = f (1 ) = f (x 1 * x) - 

= f(x') * f(x) 

= f(x') * 0 

= o 

lo cual es un absurdo. 

Nótese asimismo que 

2*2 = 4 
2 * 2 * 2 = 3 
2 * 2 * 2*2 = 1 

implica para un morfismo f, que los valores 

f(4), f<3) 

están condicionados al valor f{2). 

Investiguemos, por lo tanto, los valores posibles de f (2). Re- 
sulta 


a) Si f (2) = 

1 entondes f (1 ) 

= f (3) = 

f (4) = 

1 

b) Si f (2 ) = 

2 entonces f (1 ) 

= f(2 4 ) = 

f(2) 4 = 

1 


f<3) 

= f(2 3 ) = 

f(2) 3 = 

3 


f(4) 

- f (2 2 ) = 

f (2) 2 = 

4 


c) Si f(2) = 3 entonces f (1 ) = f(2) 4 = 3 4 = 1 

f (3) = f (2 ) 3 = 3 a =2 

f (4) = f (2) 2 = 3 S = 4 

= 4 entonces f (1 ) =f(2) 4 = 4 4 = 1 

f (3) = f (2 ) 3 = 4 a = 4 

f (4) = f (2 ) 2 = 4 2 =1 


d) Si f (2 ) 




Recíprocamente, si definimos aplicaciones f:A -* A según a), b), 
c) y d) obtenemos, como es fácil verificar, endomorfismos de A. Se 
tiene en definitiva que End (A) consta de los 5 endomorfismos, que 
se describen a continuación. 


X 

f o(x) 

*l(x) 

f 3 (x) 

f 3 (x) 

U ( x ) 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

i 

2 

1 

2 

1 

3 

4 

3 

1 

3 

1 

2 

4 

4 

1 

4 

1 

4 

1 


Se sigue que 


Aut(A) = [í lt f 3 ] 


La tabla de composición de End (A) es la siguiente: 


o 1 

f 0 

*1 

*2 

^3 

u 

| 

fo 

f 0 

*0 

*o 

f 0 

ío 

h 


h 

f 

2 

f 3 

u 

h 

^0 

u 


^3 


^3 

f 0 

*3 

^3 


u 

u 

id 

U 

f a 

u 

f 2 


2. Sea A = (N, +) el monoide aditivo de los números naturales. Si 
f es un endomorfismo de A y si 

f <1 ) = a 

entonces 

f (2) = f(l +1) = f(l) + f(l) = a + a 
= 2 • a 


f (n) = n • a 

es decir, f está unívocamente determinada por el valor que toma 
sobre 1, o sea por a = f (1 ). Recíprocamente, si a e N podemos 
definir la aplicación 

g : N - N 
g (n) = n ■ a 

la cual satisface 

f (n + m) = (n + m) * a = 

= f (n) + f (m) 

o sea que g es un morfismo de A. 


n • a + m • a 



La discusión precedente permite afirmar que los morfismos de 
A = (N, +) están unívocamente determinados por los elementos de 
N, por lo tanto si f e End (A) escribiremos 


f = 9 a si f(l) - a 


En estas condiciones queda definida una aplicación 


Q : N - End (A) 

por 

(*) 9 : a - 9 a 

Veamos qué propiedades posee Q. Sean a, b e N, está definido 
entonces el endomorfismo 9 a<b de A: 


9 a .b( m ) = m • (a • b) 


El mismo satisface 


o sea 


y puesto que 

se tiene 
(**) 


9 ft .b( m ) = m-(a-b) = (m • a) • b 

= 9 b ( m * a ) 

= 9b(9 a ( m ) ) 

= (9b ° 9 a ) ( m ) 

9a. b = 9b ° 9 a 

a - b = b - a => 9 a . b = 9b .a 


9 a .b = 9a Mi 


Además, puesto que 
^ s{cafc) se escribe también 

o sea "la aplicación 


9a = 9 (a) (según {*) ) 


9 (a • b) = 9 (a) o 9 (b) 


9 : N - End (A) 


es un morfismo del monoide (N, . ) en el monoide (End(A), o)". Asi- 
mismo dado que todo endomorfismo de A es de la forma 9 a ( = 9( a )) Y 
9 a = 9b implica a — b, se tiene que 

9 : (N, . ) - End (A) 

es un isomorfismo. 


Nótese finalmente que el único elemento inversible de (N, . ) es 
el elemento unidad 1, o sea U ( (N, . ) ) = £ 1 J. Por tanto, el único 
elemento inversible de End (A) debe ser 9i que no es otra cosa que 

9i = id A 


por lo tanto 


Aut (A) = {id A j 





A manera de ejercicio, se deja al lector desarrollar un ejemplo 
análogo al anterior en la situación siguiente (A, *) = (Z, +) elmo- 
noide aditivo de los números enteros. El resultado será 

End(A) - (Z, . ) 

Aut (A) =* [1,-1] 

3. Sea A~ [1 , 2, 3, 5, 6, 10, 1 5, 30} = totalidad de divisores de 30. 
Entonces a 1 * a 2 = (a, 1} a 2 ) = máximo común divisor de a x y ag de- 
fine sobre A una estructura de semigrupo conidentidad e = 30. Sea 
X = [2, 3, 5} = totalidad de divisores primos de 30. Sea C - P (X) = 
la totalidad de partes de X. Sea (C, 0) el monoide definido por la 
intersección D de conjuntos. C es entonces un semigrupo con iden- 
tidad e = X. A y C admiten la siguiente descripción: 

A: 



(,) 

1 

2 

3 

5 

6 

10 

15 

30 



1 ! 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 



[ 

2 

1 

2 

1 

1 

2 

2 

1 

2 



3 

1 

1 

3 

1 

3 

1 

3 

3 



5 

1 

1 

1 

5 

1 

5 

5 

5 



6 

1 

2 

3 

1 

6 

2 

3 

6 



10 

1 

2 

1 

5 

2 

10 

5 

10 



15 

1 

1 

3 

5 

3 

5 

1 5 

15 



30 

1 

2 

3 

5 

6 

10 

1 5 

30 


C: 

n 

0 

{2} 

[3] 


{5} i 

[2, 3} 


[2, 5} 

{3, 5} 

X 

0 

0 

0 

0 


0 

0 


0 

0 

0 

{2} 

0 

{2} 

0 


0 

[23 


[23 

0 

[23 

[33 

0 

0 

{3} 


0 

[33 


0 

[33 

[33 

{5} 

0 

0 

0 


{5} 

0 


[53 

[5] 

[53 

[2,3] 

0 

[23 

{3j 


0 

[2,3] 


[23 

[33 

[2,3] 

[2,5] 

0 

[23 

0 


(3} 

[2] 


[2,5] 

[53 

[2, 5] 

[3,5] 

0 

0 

{3} 


{5} 

[33 


[53 

[3, 5] 

[3, 5] 

X 

0 

[23 

{3} 


{5} 

[2,3] 


[2,5] 

[3, 5] 

X 
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f : C - A 

definida por 

f(<s) = 1 f([2J) = 2 f({3J) = 3 f({5j) = 5 

f([2, 3}) = 6 f({2, 5}) = 10 f({3, 5J) = 15 

f(X) = 30 

f es evidentemente una aplicación biyectiva de C en A. Además, 
observando ambas tablas de composición vemos que f es un mor- 
fismo. En definitiva, f es un isomorfismo. 

Nota. El ejemplo anterior es un caso particular de la siguiente 
situación general, cuya demostración no es difícil y puede ser un ejer- 
cicio útil para el lector. Sea s un entero positivo con la propiedad 
siguiente: 

ningún divisor de s, excepto 1, es un cuadrado 

(por ejemplo: s - 15,21,210,..). Entonces, si A designa el mo- 
noide de la totalidad de divisores de s con la ley de composición 
máximo común divisor, y si C es el monoide de la totalidad de par- 
tes del conjunto de divisores primos de s conla ley de composición 
intersección, se tiene que A y C son monoides isomorfos. El iso- 
morfismo puede establecerse mediante la aplicación f : C -* A 
que asocia a cada subconjunto no vacío de factores primos de s el 
producto de los mismos, y que asocia 1 al conjunto vacío, en sím- 
bolos 

0 - 1 

{Pl> * * J Pk I Pl* * * Pk 

(¡ El lector puede investigar qué sucede si s es divisible por un 
cuadrado ^ 1 ! ) 

4. Sea X un conjunto y sea P(X) el conjunto de partes de X. Sean 
sobre P(X) las dos siguientes estructuras de monoides 

A = (P(X), U) 

B = (p(x), n) 

Sea f : A -* B la aplicación 

f (V) = QY = X - V (= complemento de V en X) 
es fácil ver que f es una aplicación biyectiva. 

Ahora, en virtud de una de las leyes de De Morgan se tiene 
f (Vx U V a ) = Q(Y l U V 8 ) = «7VJ fl (<7V a ) 

= f (v,) n f(v a ) 


por lo tanto, f establece un isomorfismo de ambas estructuras. 



J. Construcción de Nuevos Monoides 

En esta sección vamos a estudiar la construcción de monoides a 
partir de monoides dados. 

a. Monoide de aplicaciones 

Sea (A, *) un monoide. Sea X un conjunto no vacio. Considere- 
mos el conjunto denotado por 

Api (X, A) 

formado por todas las aplicaciones X en A. Vamos a definir en 
Api (X, A) una ley de composición. La definición es completamente 
natural: sean f, g e Api (X, A) y sea x e X, entonces 

f (x) e A y g (x) e A 

por lo tanto 

f (x) * g (x) e A 

Definición. La aplicación de X en A definida por 

x - f (x) * g (x) 

la denotaremos por 

f * g 

y la denominaremos la composición puntual de f co n g. Es claro 
que la composición puntual define en Api (X, A) una estructura de 
monoide que denominaremos el monoide de aplicaciones de X en A. 

Proposición. Sea (Api (X, A), *) el monoide de aplicaciones de 
X en A. 

i. Si A es semigrupo entonces Api (X, A) es semigrupo. 

ii. Si A es conmutativo entonces Api (X, A) es conmutativo, 

iii. Si A posee identidad (respectivamente, a la derecha y a la 
izquierda) entonces Api (X, A) posee identidad (respectiva- 
mente a la derecha y a la izquierda). 

Demostración 

i. Debemos probar la sociatividad f * (g * h) = (f * g) * h, si 
f, g, h e Api (X, A). Recordamos al lector que dicha igualdad equi- 
vale a probar que cualquiera que sea x e X: 

(f * (g * h) ) (x) = ( (£ * g) * h) (x) 

Entonces 

(f * (g * h)) (x) = f{x) * ((g * h) (x)) 

= f (x) * ( (g (x) * h(x) ) 

- <f(x)* g(x)) * h(x) 

= ( (f * g) (x) ) * h(x) 

= ( (f * g) * h) (x) 

conforme se deseaba probar. 
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ii. Su demostración queda como ejercicio para el lector. 

iii. Sea e e Aidentidad ala izquierda. Sea e : X -* A la aplicación de 
X en A definida por 

_e (x) = e 

cualquiera que sea x e X. 

Entonces e satisface: 

(_e * f) (x) - £{x) * f (x) 

= e * f (x) 

= f(x) 

de manera que 

e * f= f 

y e resulta una identidad a la izquierda. 

b. Suma directa de monoides 

Sean (A x , *) y (A 2 , *) monoides. Sea 

A = A x X A 3 

el producto cartesiano de los conjuntos A x y A g . Vamos a definir 
una ley de composición en A como sigue 

( x i, Yi) * y a ) = ( x i * x a> Yi * y a ) 

X, x 3 e A lt y lf y 3 e A a . 

En esta forma, Ase convierte en un monoide (A, *) que deno- 
minamos la suma directa de (A x , *) y (A s , *). Se tiene además la 
proposición siguiente. 

Proposición 

i. Si (A x , *) y (A 2 , *) son semigrupos, entonces (A, *) es semi- 
grupo. 

ii. Si {A 1} *) y (A 2 , *) son ambos monoides conmutativos, enton- 
ces (A, *) es conmutativo. 

iii. Si (A^ *) posee identidad {respectivamente identidad a la iz T 
quierda) y (A 2 , *) posee identidad (respectivamente identidad 
a la izquierda), entonces (A, *) posee identidad (respectiva- 
mente identidad a la izquierda). 

Demostración. Queda como ejercicio para el lector. 

En forma análoga se puede definir la suma directa de cualquier 
número {A L , (A n , *) de monoides. 

Notación. La suma directa de monoides (A x , *), . . , (A n , *) se deno- 
ta por 


A l 0 A 2 0 . . . 0 A n . 







II. ESTRUCTURA DE GRUPO 


A. Definición y Ejemplos 

En el capitulo anterior asociamos a todo semigrupo A con 
identidad el semigrupo U (A) de elementos inversibles de A. Las 
propiedades esenciales de U (A) son las siguientes: 

gl ) U (A) es un semigrupo con elemento identidad. 

g2) Todo elemento de U (A) es inversíble. 

- - . . r _ - _ . r r _ _ .. r r r r r r . 

Estas dos propiedades danlugar a la estructura de mayor importan- 
cia, no solo en álgebra, sino en la matemática misma, a saber: 
la ESTRUCTURA DE GRUPO. 

Definición. Se dice que un monoide {A, *) posee estructura de 
grupo, o simplemente que A es un grupo, si se satisfacen las dos 
condiciones siguientes: 

gl ) (A, *) es un semigrupo con identidad. 
g2) Todo elemento de A es inversible. 

Explícitamente las condiciones de definición de grupo se escriben 

así: 

* es una ley de composición asociativa, o sea tal que 
x * (y * z) = (x * y) * z 
cualesquiera que sean x, y, z en A. 

Existe e e A tal que x^e-e^x^x, cualquiera que 
sea x en A. 

g2): Para todo x e A existe x' e A que satisface 

x * x 1 = x 1 * x = e 

Lo que se acaba de expresar más arribapermite obtener una am- 
plía variedad de ejemplos de estructura de grupo, o sea, repitiendo, 
para todo semigrupo A con identidad U (A) = el conjunto de todos 
los elementos inversibles de A es un grupo. Los ejemplos que se 
indican en la tabla siguiente son de ese tipo: 



A 

U(A) 

(Z, +,o) 

z 

<z, ♦,!> 


(N, . , I ) 

íi] 

(Q, +, 0) 

Q 

<Q, . , i ) 

Q# = Q - {0] 

(R, +, o) 

R 

(R, . , i ) 

R# = R - {0} 
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(Cont. ) 


A 

U(A) 

(C, +, 0) 

C 

(C, .,1) 

c# = C - { 0 } 

Aplc (X) 

Tran(X) 

End (B) 

Aut (B) 


Ejemplo. Sea G la totalidad de números complejos z de la forma 

z = a + i • b donde a, b e Z 

(los elementos de G se denominan enteros de Gauss). 

Sea * la ley de composición definida en G por el producto or- 
dinario de números complejos: 

Siz = a + i • b y v = c + i * d entonces 

z * v z * v = (ac - bd) + i • (ad 4- be) 


Es fácil ver que (G, *) es un semigrupo con identidad e = 1 + i - 0 
que denotamos 1 . En efecto, G es subsemigrupo de (C, . , 1 ). 

Se trata ahora de encontrar el grupo U (G) de elementos inver- 
sibles de G. El siguiente es el procedimiento clásico. 


Sea 

definido por 


N : G - Z 


N 


_2 


1-.2 

1—1 


Una verificación inmediata nos dice que 

N es un morfismo de (G, *) en (Z, . , 1 ) 
o sea ~ “ 

N (z * v) = N (z) * N (v) 

(Este morfismo recibe el nombre de norma. ) Ahora, puesto que 
x e U (G) => N (x) e U(Z, ., 1) = {1,-1} 
se tiene que: z = a + i • b es inversible solo si 

N (z) = a s + b 2 e [1, -1} 

Pero N (z) = - 1 es imposible por ser suma de cuadrados. 

Entonces 

N(z) = a 2 + b 2 = 1, o sea 
z = 1 + i * 0 ó 

= -1 + i • 0 ó 

= 0 + i • 1 ó 

= 0 + i . - 1 


O sea: U (G) consta a lo sumo de 4 elementos. 




Finalmente, dado que los elementos (*) son inversibles: 


se tiene: 


1*1 — 1 
(-1) *(-l) = 1 
i - (-I) = 1 
(-i) -i = 1 


U(G> = {1,-1, i, -i} 


Dibujando los enteros de Gauss en el plano complejo se obtiene 
un reticulado y la intersección del mismo con la circunferencia uni- 
taria (o sea de radio 1) nos da U (G): 


Otros Ejemplos 

1 . Sea B un grupo y s ea X un con- 
junto no vacio. Entonces elmonoide 
Apl{X, B) de aplicaciones de X en 
B, con la composición puntual de 
aplicaciones, es un grupo y lo deno- 
minamos el grupo de aplicaciones 
de X en B. 

2. Sean A! y A 2 grupos. Sea A 

= ® A 3 la suma directa de los 

monoides correspondientes. En- 
tonces A posee estructura de grupo 
que denominamos igualmente la 
suma de A x y A s . 

Nota. La condición necesaria y suficiente para que un semigru- 
po con identidad A sea un grupo es que A = U (A). Por lo tanto, se 
sigue que: todo grupo es realizable como grupo de elementos in- 
versibles de un semigrupo. En esta forma, la construcción anterior 
permite obtener todos los ejemplos de estructura de grupo. 

Ejercicio . Sea A un semigrupo finito. Si z e A denotamos con Az 
la totalidad de elementos de A de la forma a * z. Sean las siguientes 
condiciones definidas en A: 

i. a*x=a*y=*x-y 
ii. Ax 0 Ay 0 

Entonces: 1. Probar que si A satisface i e ii, entonces A es un 
grupo; 2. dar un ejemplo de semigrupo que satisface i, pero no es gru- 
po, y 3. probar que si A es infinito, la afirmación en 1, no necesita 
ser válida. 



B. Ecuaciones que Definen la Estructura de Grupo 

Nuestro próximo paso es establecer las condiciones que permi- 
tan caracterizar la estructura de grupo dentro de la estructura 




de semigrupo. En adelante al hablar de "ecuacionsobreunmonoide 
A" se entenderá cualquier expresión formal del tipo 

a * X * b = c, a * Y * b = c 

a * X = c, a * Y = c 

X * b = c, Y * b = c 

donde a, b y c representan elementos de A y donde X, Y represen- 
tan signos indeterminados (o simplemente indeterminadas). Cuando 
al reemplazar X, Y (o, como suele decirse, al especializar X, Y) 
por elementos x, y de A en alguna de las ecuaciones anteriores se 
obtiene una expresión verdadera, decimos que x, y son "soluciones" 
de las mismas. Esto es exactamente igual en los cursos elementales 
de álgebra o aritmética. Por ejemplo, si A posee elemento iden- 
tidad e, entonces la ecuación 

a * X = a 

posee siempre una solución en A. 

Elteorema de caracterizaciónde grupos está enunciado exacta- 
mente entérminos de resolución de ecuaciones del tipo anterior. El 
lector está ya familiarizado con la idea, pero refresquémosla con un 
ejemplo. En el semigrupo (N, + ), que no es un grupo, no todas las 
ecuaciones 

n + X = m 

nnsp.p.n solución. Es más. las únicas aue poseen solución son pre- 

ir " ■■ ~ ~ f - ~ 

cisamente aquéllas en que n < m. En cambio, en el monoide (Z, +), 
que si es un grupo, las ecuaciones 

n + X = m 

poseen solucióncualesquiera que sean ny m en Z. Justamente la de- 
finición de Z no es otra cosa que el conjunto obtenido a partir de 
N más las soluciones de las ecuaciones sobre N: 

n + X = m 

(Por ejemplo, 0 es la solución de 1 + X = 1, -1 es la solución de 
la ecuación 2 + X = 1, etc. . . . ) 

Teorema. Sea (A, *) un semigrupo. Entonces todas las propo- 
siciones siguientes son equivalentes entre sí. 

i. (A, *) es un grupo, 
ii. Toda ecuación sobre A del tipo 

(:) a*X*b=c 

posee una única solución en A. 
iii. Toda ecuación sobre A del tipo 

a * X * b = 
posee una solución en A. 


c 



Demostración 

i. => ii. Sea una ecuación del tipo {:). Debemos encontrar una so- 
lución de la misma en A y demostrar además que esta solución es 
única. La manera de encontrar una solución es "despejando X". Sea 

x= a' * c * b 1 e A 


Se tiene 


a * x * b = a* (a 1 * c * b 1 ) * b 1 
= (a * a 1 ) * c * (b ' * b) 

= e * c * e 
= c 

de manera que x es solución de (:). Probemos ahora que si y e A 
es también solución de (:) debe ser x = y. En efecto, 

a * x * b = c = a * y * b 

"Multiplicando" a la izquierda por a 1 y a la derecha por b' resulta 


{a 1 * a) * x * (b * b 1 ) 


es decir 

o sea finalmente 


e * x * e 

x 


{a 1 * a) * y * (b * b ' ) 
e * y * e 

y 


Queda pues probada la implicación i. => ii. 


ii. => iii. Trivial. 

iü. => i. Sea a e A. Por la hipótesis de resolubilidad de las 
ecuaciones del tipo (:) existe x e A que satisface 

a * x * a = a 

por lo tanto, llamando 

e = a * x 

se tiene 

e * a = a 
e 2 = e * e = e 


Sea ahora y e A que satisface 


entonces 


a * e 


a * y * e 

(a * y * e) * e 
a ^ y * e 
a 


a 

a * y * (e 2 ) 


Se ha demostrado pues que e e A satisface 


(') 
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a * e 


e * a 


a 



(Notemos que e depende por ahora de a. ) Sea b e A. Existe v e A 
tal que 

b — a * v * a 

se sigue de (') que 

e * b = (e ^ a) ^ v ^ a — a^v^a 
= b 

b * e = a * v * (a * e) — a * v * a 
= b 

Se ha demostrado pues que el elemento e es identidad de (A, *). 
Vamos a probar finalmente quetodo b e A es inversible. Sean z, weA 
tales que 

e = b * z * e — b * z 
e = e * w * b = w * b 

Es fácil ver entonces que w - z es inverso de b. 

Sigue por lo tanto la implicación iii =» i. El teorema queda 
completamente probado. 

Se deja al lector el demostrar en forma análoga el siguiente 
teorema. 

Teorema. Sea (A, *) un semigrupo. Entonces las siguientes 
proposiciones son equivalentes entre sí. 


j. (A, *) es un grupo. 

jj. Las ecuaciones sobre A, de los tipos 


(::) 


a * X = b 
Y * c = d 


poseen soluciones únicas en A. 

jjj. Las ecuaciones sobre A (::) poseen soluciones en A. 

Consideremos ahora algunas consecuencias del teorema ante- 
rior. Varios de los resultados que se dan a continuación fueron 
obtenidos anteriormente para semigrupos. 


Sea A un grupo, x, y e A 

1) x 3 = x implica x = e - identidad de A. En efecto, x y e 
son ambas soluciones de 

x * X = x 


por lo tanto por jj debe ser x = e. 

2) (x 1 ) 1 = x. En efecto, x y (x 1 )' son ambas soluciones de 

x' * X = e 

por lo tanto por jj debe ser (x 1 ) 1 = x. 



3) x * y = 
soluciones de 


e implica y = x'. En efecto, x' e y son ambas 
x * X = e 


4} y # x = e implica y = x'. En efecto, por 3} x = y 1 y por 
lo tanto x 1 = (y 1 )' - y según 2). 

5} e' = e. En efecto, aplicando 3) (ó 4) ) a la situación e * e = e 
resulta e = e'. 

Aquí el lector podría preguntarse si no sería suficiente, en el 
teorema precedente, la resolución de un solo tipo de las ecuaciones 
(::) para caracterizar la estructura de grupo. Es fácil comprobar 
que no. Sea en efecto, (A, *) el monoide {N, *) donde x * y = y. 
Entonces todas las ecuaciones sobre A del tipo 

a * X = b 

poseen "única" solución en A. Sin embargo (N, *) no es un grupo. 
Notemos, por ejemplo, que si c ^ d, la ecuación 

Y * c = d 


no posee ninguna solución en A. 

Finalmente, digamos que toda terminología utilizada en el tra- 
tamiento de monoides se aplica en particular a los grupos. Por 
ejemplo, un grupo conmutativo será un grupo cuya estructura de 
semigrupo es conmutativa. Análogamente, un morfismo de grupos 
f : A : -* A 3 significa un morfismo de los monoides correspondien- 
tes. Conviene observar que tratándose de grupos la condición 

f(e) = e 

es consecuencia de la condición 

f (x * y) = f (x) * f (y) 

En efecto, f (e) e Ag satisface 

f<e) = f(e) 3 

y ya vimos que el único elemento idempotente de un grupo es el ele- 
mento identidad. Citemos por último un resultado de suma utilidad. 

Proposición, Sea A un grupo y sea B un semigrupo con elemento 
identidad. Sea f : A -* B un morfismo. Entonces f es un monomor- 
fismo si, y sólo si, Nu (f ) = {e}. 

Demostración, Sea f un monomorfismo. Sí x e Nu(f)se tiene 

f(x) = e = f(e) 

por lo tanto x — e. Esto demuestra que Nu (f ) = [ej. 

Recíprocamente, sea Nu (f ) = [e]. Si x, z e A son tales que 
(O) f(x) = f{z) 
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entonces, siendo A un grupo existe x' e A. Luego de (o) 
f (x) * f(x') = f(z) * f(x') 

o sea 


e 

de manera que 
es decir 


f (e) = f {x * x 1 ) = f (z * x') 
z * x 1 e Nu (f ) = {e} 


z * x' = e 


z = x 


f es pues un monomorfismo. 

Ejemplo. Sean A = (Z, +, 0) y B = [z/ze Cy|z| = 1}. Sea r 
un numero real. La aplicación M : A -* B definida por 

M : n -» eos {2rrrn) + i • sen(2rrrn) 

es’ un morfismo de Z en el grupo multiplicativo de números com- 
plejos de modulo 1 . En efecto, ¡ la validez de 

M (n + n‘) = M (n) * M (n 1 ) 
si n, n' e Z 

no es otra cosa que el Teorema de De Moivre! . 


Afirmación . M es un monomorfismo si, y sólo si, r ¿ Q {o 
sea, si r es irracional). 


Utilizando la proposición anterior, M es un monomorfismo si, 
y sólo si, Nu (M) - {0}. Entonces 


0 n e Nu (M) 


« eos (2nrn) + i . sen (2rrrn) = 1 
« eos (2rrrn) = 1 y sen(2nrn) = 0 
« Existe k e Z tal que 
2nrn = 2kn 

o Existe k e Z tal que 
r - k/ n 
» r e Q 


Queda probada nuestra afirmación. 


Ejercicios 

1. Probar que si ny m son enteros y r = n/m (fracción irreducible), 
entonces Nu{M) = totalidad de múltiplos enteros de m. 

2. Probar que un grupo A es conmutativo si, y sólo si, la aplica- 
ción a -* a 3 de A en sí misma es un morfismo. 


C, Sub grupos 

Sean A = (A, e) un monoide con identidad y C un subconjunto 
de A. 



Definición. Diremos que * define sobre C una estructura de 
subgrupo, o simplemente que C es subgrupo de A, si 

si) C es subsemigrupo de A. 
s2) e e C. 

s3) {C, e) es un grupo. 

En particular, subgrupo de un semigrupo y subgrupo de un 
grupo se refieren a los subgrupos de los monoides correspondien- 
tes. Conviene notar sin embargo la siguiente proposición. 

Proposición. Sea A = (A, e) un semigrupo conidentidad. En- 
tonces si C es un subconjunto de A, las dos proposiciones siguientes 
son equivalentes: 

i. C es subgrupo de A, 

ii. C es submonoide de A y para todo ce C, c* existe y pertene- 
ce a C. 

Demostración 

i. ii. Es consecuencia de la definición de subgrupo. 

ii. => i. Debe verificarse las condiciones si), s2) y s3) de la de- 
finición de subgrupo. 

si) Siendo C un submonoide resta probar que, cualesquiera que 
sean u, v, w e C, es valida la asociatividad 

(o) u * (v * w) = (u * v) * w 

Pero, siendo A por hipótesis un semigrupo, (o) es valida cua- 
lesquiera que sean u, v, wenAy, enparticular, es válida enC, 

s2) Siendo C un submonoide es C / por lo tanto sea c e C. 
Entonces c 1 e C y también e - c * c' e C. 

s3) De acuerdo con si ) y s2) C es un semigrupo con identidad 
y todo elemento de C es inversible. Entonces C es un grupo. 

La implicación ii => i queda probada y con ello la proposición. 

Proposición. Sea A = (A, *, e) un grupo. Entonces si C es un 
subconjunto de A las proposiciones siguientes son todas equivalentes 
entre sí: 

j. C es subgrupo de A. 

jj. C es submonoide de A y c e C implica c r e C. 
jjj- y x, yeC => x*y'eC. 

jv. c ¿ 0 y X, y e C => x'* y e C. 

Demostración 

j. => jj. Es consecuencia de la definición de subgrupo. 

jj. => j. Es caso particular de la misma implicación en la 



56 


proposición anterior. Nótese que siendo ahora A un grupo la exis- 
tencia de c 1 es automática, 
jj. ^ jjj* E s inmediata, 

jj. => jv. Es inmediata. 

jjj, => jj. Probemos que C es submonoide de A. Es ^ 0 por jjj. 

Sea c e C. Entonces aplicando jjj a la situaciónx = y = c resulta 
e = c * c' e C. Y aplicando jjj a la situación x = e, y = c, se tiene 
c 1 - e * c 1 e C. Se ha probado pues que c e C implica c' e C. 
Sean c, t e C. Vamos a probar que c *t e C. Sabemos que t 1 e C. Apli- 
cando jjj a la situación x = c, y = t 1 , y sabiendo que (t 1 ) 1 = t, resulta 

c * t — c ^(t 1 ) 1 e C 

Queda pues probada la implicación, 
jv. =» jj. Análoga demostración. 

En definitiva, hemos probado las implicaciones 

j * j j • ^ j • 
jj* => jjj- => jj* 

jj. => jv. => jj. 

Queda pues probada la proposición. 

Ej ercicio. Sea A un grupo y sea B un monoide con elemento 
identidad. Sea f : A -» B un morfismo. Demuestre que 

a) Nu (f) es subgrupo de A. 

b) Im (f) es subgrupo de B. 

Ejemplos 

1. Sea X un conjunto no vacio y sea x¿ e X. Sea A = Tran(X) el 
grupo de transformaciones de X. Sea C c. Tran(X) definido por 

fe C si, y sólo si, f {x¿) = xq 

Probemos que C es un subgrupo de Tran(X), Utilicemos jj de la pro- 
posición anterior. 

C 0. En efecto, id x e Tran(X) satisface id x (xq) = ^o, por lo 
tanto id x e C. 

Sea g e C, o sea g (x¿) = Xq. Ahora g' e Tran(X) satisface 

g' o g = id x 

por lo tanto 

g' (*o) = g' (g (Xq) ) = (g 1 O g) (Xq) = Xq 

es decir g 1 e C. 

Finalmente, si f, h e C, se tiene 


(f o h) (xq) = f (h (xq) ) = f (xq) = Xq 



de manera que f o h e C. Se ha probado que C es un submonoide 
de TTan(X) y, además, que g e C implica g' e C, es decir la condi- 
ción jj. 

El lector desarrollará, a modo de ejercicio, el siguiente ejem- 
plo de tipo general. Sea Y un subconjunto no vacío de X. Sea C la 
totalidad de las f s Tran(X) tales que 

f (Y) = Y o sea 
fy e Y => f(y) e Y 
ly £ Y =t y = f(x) con e e Y 

Demuestre que C es un subgrupo de Tran(X). 


2. Sea A = (Z, + , 0). Sea Uq un numero entero. La totalidad C de 
múltiplos de no, o sea 

C = {m / me Zym - r • con re Z] 


es un subgrupo de Z. En efecto, utilicemos jjj. Es claro que iiq £ C, 
dado que = 1 • Hq. Por lo tanto, C / 0. Además, si m 1 y m 3 e C 
podemos escribir m T = r x * y m 3 = r 3 • no, por lo tanto 


o sea 


mj - m 3 = { r 1 - r 2 ) • 

m x - m 3 e C 


C es pues un subgrupo de Z. 

Recíprocamente, sea C un subgrupo de (Z, +, 0). Si C / 0 existe 
c e C, 0 / c. Por lo tanto, - c e C (en virtud de jj). O sea que c y - c 
pertenecen a C. Esto implica que C contiene al menos un entero 
positivo. O sea 

c n n / 0 


Siendo C (1 N un subconjunto no vacío de N, existe m e C fl 
tal que 


heCHN => m ¿ h 


N 


(o sea, m es el primer elemento de C fl N). Es claro que m e C. 

Sea ahora t e C. En virtud del algoritmo de división en Z exis - 
ten u, v e Z tales que 

t = u • m + v, donde 
(:) 0 ^ v < m 


Por lo tanto 

v - t - u • m e C puesto que 
te Cyu*me C 

Ahora, si v / 0, se sigue de (: ) que ve C 0 N, lo que es un absurdo 
dada la mínima expresión de m. Por lo tanto se ha probado que 


c e C => c es múltiplo de m 



Reuniendo los dos resultados se tiene que: " C es unsubgrupo.de 
Z si, y sólo si, existe me Z, O ¿ m tal que C es la totalidad de 
múltiplos enteros de m". Se suele escribir C = (m) y se dice que 
C es el subgrupo de Z generado por m. 

3. Sea A un monoide y sea Aut (A) el grupo de automorfismos de A. 
Entonces Aut( A) es un subgrupo de End(A), según se infiere de la defi- 
nición de sub grupo. 

4. Sea A un monoide y sea Int(A) la totalidad de automorfismos 
interiores de A. Entonces Int( A) es un subgrupo de Aut(A). En efecto, 
recordemos primeramente que g e Int (A) si, y sólo si, existe u e A 
tal que g(a) = u * a * u'. Ya vimos qu'e Int (A) es submonoide de 
Aut(A). Probemos {según jj) que ge Int (A) implica que g'e Int (A). 
Pero esto es inmediato dado que si 

g (a) = u * a * u', a e A 

entonces 

g'(a) = u 1 * a * u 

5. Sea {A, *, e) un semigrupo. Sea U (A) el subsemigrupo de ele- 
mentos inversibles de A. Entonces U (A) es un subgrupo de A. 


D. Relaciones de Equivalencia en Un Grupo 

Sea G = (G, *, e) un grupo. Sea una relación de equivalencia 
definida por G. Recordemos que ~ "distingue" pares de elementos 
de G de acuerdo con las siguientes reglas: (x, y, z e G) 
x — x 

Si x ~ y entonces y ~ x 

Si x ~ y e y ~ z entonces x ~ z 

La introducción de una relación de equivalencia dentro del gru- 
po G, sin una motivación al respecto, podría tal vez desorientar al 
lector. Sin entrar en mayores detalles digamos ahora que el estu- 
dio de "ciertas" relaciones de equivalencia en un grupo G permite 
determinar todos los grupos G', que sonimágenes de G por morfis- 
mo. Por ejemplo, aplicado eso al grupo G = (Z, +, 0) es posible 
construir la familia más importante de grupos conmutativos finitos, 
a saber: los grup os cíclicos. Comencemos primeramente aclaran- 
do aquello de "ciertas" relaciones de equivalencia. ~ denota, como 
arriba, una relación de equivalencia sobre G. 

Definición. Se dice que ~ es compatible a la izquierda (con la es - 
tructura de grupo de G) si 

a — b ^x^a^x^b 


cualquiera que sea x e G. 



es compatible a la derecha (con la es- 


Definición. Se dice que ~ 
tructura de grupo de G) si 

a — b => a * x — b * x 

cualquiera que sea x e G. 

Definición. Se dice que ~ es compatible (con la estructura de 
grupo de G) si — es compatible a la izquierda y a la derecha. Por su- 
puesto que en el caso de ser G conmutativo no es necesario hacer 
distinción alguna. 

Ejemplo. La siguiente relación definida en Q: 

a ~ b si, y sólo si, a 2 = b 2 

es de equivalencia, como el lector podrá verificar fácilmente. 

i, ~ es compatible con la estructura de (Q#, , , 1). 

En efecto, sea a~ byseax e Q$. Entonces 

(x . a) 3 - x a . a 2 = x 2 . b 3 = (x • b) 3 

de manera que 

x . a ~ x . b 


y por la conmutatividad de Q# 

a • x ~ b • x 


ii. 


~ no es compatible con la estructura de (Q, +, 0). 
En efecto, 

1 ~ - 1 


sin embargo, es falso que 

1+1 ~ 1 + (- 1 ) 

Ejemplo. Sea X = {1, 2, 3j y sea G = Tran(X) = el grupo de trans- 
formaciones de X. Sea ~ la siguiente relación definida sobre G 

f ~ g si, y sólo si, f (1 ) = g(l) 

Es fácil comprobar que es una relación de equivalencia. Es- 
tudiemos la compatibilidad de ~ respecto de la estructura de G. 

i. ~ es compatible a la izquierda. En efecto, sea f ~ gysea 
h e G. Entonces f { 1 ) = g (1 ) y consecuentemente 

(h o f) (1) = h (f (1) ) = h <g (1 ) ) = (h o g) (1) 
por lo tanto 

h o f ~ h o g 

ii. — - no es compatible a la derecha. En efecto, sean f, g, h e G 
definidos por 
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f(l) = 2, f (2) = 1, f (3) = 3 
g(l) = 2, g(2) = 3, g (3) = 1 
h(l) = 3, h(2) = 2, h (3) = 1 

por lo tanto 

f ~ g 

Sin embargo 

(f o h) (1) = f (h (1 ) ) = f (3) = 3 
<g o h) (1) = g<h (1 ) ) = g<3) = 1 

lo cual prueba nuestra afirmación. 

Proposición. Sea G un grupo y sea~ una relación de equiva- 
lencia definida sobre G. Entonces ~ es compatible si, y sólo si, 

(i) a~byc~d=>a*c~b*d 

Demostración. Sea -- compatible, sean a ~ b y c d. Enton- 
ces 

a b ^ a ^ c b * c 
a ~ d ^b^c^b^d 

por lo tanto, por transitividad, 

a * c ~ b * d 

lo cual prueba la primera parte. 

Reciprocamente sea (i) válida. Entonces, si a ~ byxe G re- 
sulta, aplicando (i) a las situaciones, 

a ~ b y x ~ x 
x ~ x y a ~ b 

las relaciones buscadas 

a * x ~ b * x 
x * a ~ x * b 

con lo que queda probada la proposición. 

El siguiente teorema caracteriza las relaciones de equivalencia 
compatibles a la izquierda en términos de subgrupos y demuestra 
también recíprocamente que todo subgrupo da lugar a una relación 
de equivalencia de compatible. Después del teorema comprobare- 
mos que un objeto determina el otro unívocamente. 

Teorema. Sea G un grupo. Entonces 

1) Si ~ es una relación de equivalencia compatible ala izquierda, 
el subconjunto de G definido por 

= [a / a ~ e] = { a / e ~ a] 


es un subgrupo de G que satisface 



a ~ b » b' * a s 

Reciprocamente 

2) Si H es un subgrupo de G entonces la relación 
(_) ax,b»b'*aeH 

es una relación de equivalencia sobre G compatible a la izquierda. 
Demostración 

1. es no vacío dado que e ~ e implica e e H^„ Seanx, ve H^, 
entonces x~eye~vde manera que x ~ v. Pero utilizando la com- 
patibilidad a la izquierda de ^ resulta 

v 1 * x ~ e 

con lo que v 1 * x e H^. Utilizando jv de la Sección 3 se tiene que 
es subgrupo de G. Además, en virtud de la compatibilidad a la iz- 
quierda de ~ 

a ~ b « b 1 * a ~ e » b* * a e H 
lo cual demuestra la segunda parte de 1). 

2. Sea a la relación definida por (_). Debemos probar que ^ es 
de equivalencia compatible a la izquierda, ~ es de equivalencia; 

x' *x=eeH=>x^,x 

x ~ y => y' * x e H => (y 1 * x) 1 = x 1 * y e H 

=> y a x 

~ x^yey^z^y' * x e H y z' * y e H 

==> (z 1 * y) * (y 1 * x) = z 1 * x e H 

=> X Z 

lo cual demuestra nuestra afirmación (nótese que en los tres pasos 
s e ha utilizado la propiedad de s er H un subgrupo de G).~ es compati- 
ble a la izquierda: 

a ~ b => b 1 * a e H 

=> (x * b}' * (x * a) = b' * x * x' * a = b' * a e H 
=> x * a ^ x * b 

queda pues probado el teorema. 

El teorema anterior asocia entonces a una relación de equiva- 
lencia compatible a la izquierda ~ un subgrupo de G: 

(1) ~ - HL, 

y asocia a todo subgrupo H de G una relación de equivalencia com- 
patible a la izquierda ~ sobre G: 


( 2 ) 


H - 



Por tanto, si se denota con E t la totalidad de relaciones de equiva- 
lencia sobre G compatibles a la izquierda y con S la totalidad de 
subgrupos de G, entonces (1) y (Z) definen aplicaciones 

(1') O : E t - S 

(Z') U : S - E t 

Interesa aquí ver como las composiciones de O y U satisfacen 

O o U = id s 
U o O - id E ^ 

o, en palabras, que si partimos de un subgrupo H de G y le asocia- 
mos la relación de equivalencia correspondiente según (Z), y luego 
a esta última le asociamos el subgrupo correspondiente de acuerdo 
con (1 ), volvemos a obtener H. Análogamente, si partimos de una 
relación de equivalencia compatible alaizquierda ~ y le asociamos 
el subgrupo correspondiente según (1), y luego a este último le aso- 
ciamos la relación de equivalencia de acuerdo con (Z), volvemos a 
obtener De esta forma se obtiene una biyección natural entre 
el conjunto S y el conjunto E t . 

Sea~ una relación de equivalencia compatible a la izquierda y sean 


O : ~ - 
U : ^ 

vamos a probar que ~ = -c-, o sea que 

x ~ y si, y sólo si, x ^ y 

Nótese que de acuerdo con el teorema anterior 

H_ = [a/ a - e} 

x ~ y <=> y* * x e 

Pero por 1) del mismo teorema 

x ~ y « y 1 * x e H 

Por lo tanto 

x — y » x ^ y 

o sea 


lo cual prueba nuestra afirmación, o sea IJ o <3 = id e ^. 

Sea ahora H un subgrupo de G y sean 

U : H - a 
O : ^ - H * 

— ¿-w 

Vamos a probar que H = H^. De acuerdo con elteorema anterior 
se tiene 



X 


~ y » y' * x e H 
H^, = {a/a ~ e} 

H ^ c H. En efecto, x e H* => x ~ e 

=> x = e' * x e H 

H c H^. En efecto, xeH => e' * x e H 

=> x ~ e 
=> x e 

De ambas inclusiones resulta la igualdad 

H - bU 

queda pues probada nuestra afirmación. 

Resultados idénticos se obtienen al considerar relaciones de 
equivalencia compatibles a la derecha. Los resultados son los si- 
guientes. 

Si H es subgrupo de G entonces 

a ~ b « a * b 1 e H 

es una relación de equivalencia compatible a la derecha. 

Recíprocamente, si — es una relación de equivalencia compa- 
tible a la derecha entonces 

= {a/ a - e] 

es un sub grupo de G. 

Estamos ahora en condiciones de combinar ambos resultados pa- 
ra obtener una caracterización de las relaciones de equivalencia com- 
patibles (ala derecha y a la izquierda) en términos de subgrupos de G. 

Teorema. 

1) Si ~ es una relación de equivalencia compatible (a la izquierda 
y a la derecha), entonces el subgrupo asociado H satisface: 

(d) xeGyheH=* x # h * x 1 e H 

2) Recíprocamente, si H es un subgrupo de G que satisface la 
condición (d) entonces la relación de equivalencia asociada 

x ~ y » y 1 * x e H 

es compatible (a la izquierda y a la derecha). 

Demostración 

1 . Sean x e G y h e H. Entonces por la definición de H es 

h ~ e 

Por la compatibilidad a la izquierda de ~ resulta 



x * h 


x 
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y por la compatibilidad a la derecha de ~ 


* 

h * x 1 

~ e 

% 

h * x 1 

e H 


como queríamos probar. 

2. Sea H un subgrupo de G que satisface (d). Entonces por el teo- 
rema anterior 

x ~ y « y 1 * x e H 

es una relación de equivalencia compatible ala izquierda. Debemos 
probar que es también compatible a la derecha. Sea pues 

a — b y x e G 

Entonces 

b' * a £ H 

y por lo tanto 

x' * (b 1 * a) * x = x' * (b' * a) * (x 1 )' e H 

o sea 

(b * x)' * (a * x)= (x* * b') * (a * x) e H 
o sea, finalmente, 

a * x ~ b * x 

que es la compatibilidad a la derecha pedida. 

Definición. Se denomina subgrupo distinguido t de G a todo 
subgrupo H que satisface la condición (d) del teorema anterior. 

Ejemplos 

1. Sea G un grupo. Entonces 

H = G y H = [e] 

son subgrupos distinguidos de G y se les denomina subgrupos dis- 
tinguidos triviales. 

2. Sea G un grupo conmutativo. Todo subgrupo de G es entonces 
distinguido. 

3. Sea X = {1, 2, 3] y sea G = Tran(X). El subgrupo 

H = {f / f <1 ) = 1] 

no es distinguido. En efecto, la relación de equivalencia 

f ~ g 

asociada a H es 


t Se denomina también sub grupo invariante o subgrupo normal. 
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g O g' O f e H 
« (g» o f) (1) = 1 
« g'ífíl)) - 1 
« f(l) = g(l) 

y ya se demostró que esta relación de equivalencia es compatible 
a la izquierda pero no a la derecha. 

4. Sea Z = (Z, +, 0). Vamos a determinar todas las relaciones 
de equivalencia compatibles con la estructura de grupo de Z (o 
también, simplemente dicho, compatibles con +). 

Siendo Z un grupo conmutativo todos sus subgrupos son inva- 
riantes. Los subgrupos de Z están caracterizados como sigue: 

H es subgrupo de Z si, y sólo si, existe m e Z, 0 ^ m tal que 

H = {r • m / r e Z} 

= totalidad de múltiplos enteros de m. 

Sea entonces ~ una relación de equivalencia en Z compatible. 
Sea H el subgrupo asociado a Por lo anteriormente dicho exis - 
te m e Z, 0 £ m tal que H es la totalidad de múltiplos enteros de 
m. Entonces 

a ~ b oa-beH 
Por lo tanto, si H = 0 

a ~ b o a = b 

y si H / 0, entonces m ^ 0 con lo que 

a~b » a - b es divisible por m. 

Este tipo de relación de equivalencia no es otra cosa que la re- 
lación de congruencia módulo m estudiada en aritmética y que se 
denota por a = b mod (m). Se haprobado pues que las relaciones 
de equivalencia en Z compatibles con + son: 

- la igualdad, y 

- las congruencias mod(m), 0 < m. 


E. Grupo Cociente de Un Grupo por Un Subgrupo Distinguido 

Sea G un grupo y sea ^ una relación de equivalencia definida 
sobre G. Por la teoría de relaciones de equivalencia sabemos 
que a G y ~ está asociado un conjunto denotado por 

G/ : el conjunto cociente de G por ~ 

y una aplicación 

9 : G -♦ G / ~ : la aplicación canónica de G en G / 



Recordemos sus definiciones: 


G / ~ es el conjunto de clases de equivalencia de G por o sea 
en símbolos U £ G / ~ si, y solo si, U c G y existe u £ G tal que 

U = [x/ x - u] 

9 es la aplicación definida por u -> {x / x ~ u}. 

Problema. Definir una Estructura de Grupo en G / ~ que 

Convierta A 9 : G -* G / ~ en Morfismo de Grupos. 

En esta sección vamos a resolver este problema, cuya solución 
puede, sin duda, considerarse como una pieza clave dentro de la 
teoría de estructuras algebraicas. 

Teorema Fundamental. Sea G un grupo y sea ~ una relación 
de equivalencia definida sobre G y compatible (a la izquierda y a la de- 
recha) con la estructura de grupo de G. Sea G / ~ el conjunto 
cociente de G por ~ y sea 9 : G -* G / ~ la aplicación canónica de 
G sobre G / ~. Entonces: 

1) Existe una única estructura de grupo sobre G / ^ que con- 
vierte a Q en un morfismo de grupos. 

2) Nu(9) = el subgrupo distinguido asociado a 
Demostración 

1. SeanSyT e G/~. Existen entonces s y t e G tales que 

S = [x / x ~ s] = 9 (s) 

T = ¿x/ x ~ s] = 9 (t) 

Afirmación. 9 ( s * t) está unívocamente determinado por S y 
T, o sea que si s, s x e S y t, t x s T entonces 

9(s * t) = 9(si * t x ) 

En efecto, 

s, s x e S => s ~ s 1 

t, t^ £ T t ~ tj_ 

y por ser — compatible 

s * t ~ s x * t x 

de manera que 

9(s * t) = 9 ( ® i * t x ) 

con lo cual queda probada nuestra afirmación. 

En virtud del resultado precedente vamos a asociar 

(S, T) - S * T = 9(s * t) 

' * donde s £ S y t £ T 

De esta manera queda definida sobre G / ~ una ley de composición 
interna que convierte a G / — en un monoide (G / *). 





Probemos ahora que § : G -» G / ~ es un morfismo de los mo- 
noides correspondientes. Esto es una consecuencia de la definición 
("). En efecto, sean s, t e G entonces 9 (s) y 9 (t) e G / ~ y según 
(") la definición de Q { s ) * 9 (t) es 


9(s) *9(1) = 9(s * t) 

dado que s e 9 (s) y t e 9 (t). Por lo tanto 9 es un morfismo. Ade- 
más, siendo § una aplicación sobre, 9 es unmorfismo sobre. Como 
tal transporta la estructura de grupo de G sobre G / Así, por ejem- 
plo, si Se G / ~ y S = § (s), llamando entonces _e = Q (e) 

e * S = Q(e) * §(s) = * s) = Q(s) = S 

S * e = 9(8) * 9(e) = 9(8 * e) - 9(s) = S 

de manera que e es elemento identidad de (G / *). Queda pues 

probada la existencia de una estructura de grupo sobre G/~ que 
convierte a § en un morfismo. 

Pasemos ahora a considerar la cuestión de unicidad. Sea (G/~, 65 ) 
otra estructura de monoide sobre G / — que convierte a 9 en un 
morfismo. Entonces si S, T e G / ~ y 9 ( s ) = S, 9 (t) = T se tiene 


S ¡á T - 9(s) H 9(t) - 9(s * t) = 9(s) * 9 (t) = S * T 


lo cual demuestra que * = & Esto concluye la demostración de 1. 


2. Ya se ha visto que el elemento identidad de (G/ *) es e = 9 ( e )* 

s e Nu (9) « 9( s ) =• £ = 9(e) 

« s — e 

«se H_^ = [x / x ~ e] 

por lo tanto 

Nu(9) = H_. 


El teorema queda así probado. 

Definición, Con la notación del teorema anterior, G / ~ sede- 
nomina el grupo cociente de G por la relación de equivalencia 
Al morfismo 9 : G -* G / ~ se le denomina morfismo canónico . 
Si H es un subgrupo distinguido de G, se designa G / H al grupo 
cociente G / ~ de G por la relación de equivalencia de G asociada 
a H. 

Ejemplo, Sea G un grupo y sea H = [e] el subgrupo formado por 
el elemento identidad de G. La relación de equivalencia asociada 
a H es la siguiente: 

a ~ b « b' * a e H = [e] 

« b' * a = e 
» a = b 

es decir, es la igualdad. Los elementos de G/ ~ no son otra cosa 
que los subconjuntos de G formados por un solo elemento: [x], 
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x £ G. La aplicación canónica está definida por 

9 : x -* [x] 

La estructura de grupo en G / [e] será entonces 
[x] * {y) = [x * y} 

Es evidente que 9 es un monomorfismo. Como es también un morfis- 
mo sobre, se tiene que 9 es un isomorfismo, por lo tanto 

G/{e] - G 

Por ejemplo, si Z es el grupo aditivo de enteros racionales se tie- 
ne el isomorfismo : Z / {0} =“ Z. 

Como complemento del anterior se tiene el teorema siguiente. 

Teorema. Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G. Entonces 
las siguientes condiciones son equivalentes entre sí 

di ) H es subgrupo distinguido de G. 

d 2) Existe un grupo L y un morfismo f : G -*■ L tal que 

Nu (f) - H 

Demostración 
di) * d2). 

Sea G / H el grupo cociente de Gpor (la relación de equivalen- 
cia asociada a) el subgrupo distinguido H. Si 9 denota el morfismo 
canónico, se sigue del punto 2 del teorema anterior que H - Nu(9). 

d2) => di). 

Sea L un grupo y sea f : G -* L unmorfismo tal que H = Nu (f). 
Entonces si he Hyxc Gse tiene 

f(x * h * x') = f(x) * f(h) * f(x') 

= f (x) * e * f (x 1 ) 

= f(x) * f(x') = f(x) * f (x) 1 
= e 

de manera que 

x * h * x 1 e H 

lo cual muestra que H es subgrupo distinguido. 

Ejemplos 

1 . Grupos cocientes de Z = (Z, +, 0), Sea 0 < m, me Z. Se 
estudiará el grupo cociente de Z por el subgrupo denotado por (m) 
de múltiplos enteros de m. La relación de equivalencia sobre Z 
asociada a (m) es 

a ~ b si, y sólo si, m divide a a - b 

Sea k e Z. En virtud del algoritmo euclidiano de división en 
Z existen q, r e Z tales que 

k - m • q + r, 0 £ r < m 




estando q y r unívocamente determinados por estas dos propiedades . 
El resto de la división de k por m se denomina r. Resulta inmedia- 
tamente que 

k ~ r 

lo cual demuestra que todo elemento de Z es congruente a uno y 
solo uno de los enteros r que satisfacen 

0 s r < m 

a saber: su resto de la división por m. 

Por consecuencia, Z / ~ consta exactamente de m clases de 
equivalencia a saber 

0 = {k / k ~ 0} 

1 = {k / k ~ 1} 


m-1 = [k/k~m-lj 

Utilizando el morfismo canónico Q: Z -» Z/~, Q (k) = r, donde 
r denota el resto de la división en Zdekpor m, asi se tiene que 

0 = g{0) 

1 = Q (i ) 

m - 1 = 9(m - 1) 

Veamos la estructura de grupo en Z / De acuerdo con su 
definición si s, t denotan enteros que satisfacen 0 ^ s<m, 0 £ t< m 
y s, t las clases correspondientes en Z / ~ se tendrá 

s + t = Q (s + t) 

= r 

donde r denota el resto de la división de s + t por m. 

Fijemos las ideas con ejemplos concretos. 

Sea m = 5. Entonces Z / (5) consta de los 5 elementos 

0 = {k / k ~ 0} = múltiplos de 5 

1 = {k / k ~ 1 } = enteros cuya división por 5 da resto 1 

2 = {k / k ~ 2} = enteros cuya división por 5 da resto 2 

3 = {k / k ~ 3} - enteros cuya división por 5 da restó 3 

4 - {k / k ~ 4} = enteros cuya división por 5 da resto 4 

La estructura de grupo de Z / (5) está dada por la tabla: 


+ 

0 

1 

2 

3 

4 

0 

0 

1 

2 

3 

4 

1 

1 

2 

3 

4 

0 

2 

2 

3 

4 

0 

1 

3 

3 

4 

0 

1 

2 

4 

4 

0 

1 

2 

3 



— 

“ 

— 
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donde, por ejemplo, 3 + 4 = 2, pues 2 es el resto de la división 
de 3 + 4 por 5, etc. . 


Sea m = 6. Una discusión análoga a las precedentes permite ob- 
tener la siguiente estructura sobre Z / (6): 


+ 

0 

1 

2 

3 

4 _5 

0 

0 

1 

2 

3 

4 5 

1 

1 

2 

3 

4 

5 0 

2 

2 

3 

4 

5 

0 1 

3 

3 

4 

5 

0 

1 2 

4 

4 

5 

0 

1 

2 3 

5 

5 

0 

1 

2 

3 4 

ente 

de Q 

por el 

sub grupo 

Z : Q / Z. 


Q denota en- 
tonces el grupo aditivo de números racionales y Z el subgrupo de 
enteros racionales. Este último determina sobre Q la siguiente 
relación de equivalencia 

x ~ y <=> x-yeZ 


Sea Q / Z el grupo cociente y sea 9 : Q-»Q/ Z el morfismo canó- 
nico. Adoptaremos la siguiente notaciónpara designar los elementos 
de Q / Z 

9 (p / q) = [p / ql 


La estructura de grupo en Q / Z está dada entonces por 
[p / q] + [r / s] = [(ps + qr) / qs ] 


Veamos algunas propiedades de este grupo cociente 
a) Q / Z es un grupo infinito. 


En efecto, sea 


Pl> PgJ * * > Pl, * * * 


cualquier conjunto infinito de números enteros positivos primos . 
Sean éstos dados en el orden natural en Z: 


Pi < P 2 <* * 

afirmamos entonces que [l/ptl ^ [l/pj] si i^j. Esta afirmación 
implicará la infinitud de Q / Z. Hagamos la demostración para 
el caso i - 1, j = 2. Entonces si 

[1 / Pil = [1 / Ps] 

se tendrá 

1 / Pi “ 1 / P 3 = neZ 

por lo tanto 

0 < Ps - Pi = n* p T - p 3 

pero esto es un absurdo, pues afirma que ps - p x es divisible por 
p 3 y 0 < Pa - Pi < p 3 . Nuestra afirmación queda probada. 



b) Para todo x e Q / Z existe n e N tal que nx = x + x+^. , + x = 0 

n veces 

En efecto, si x e Q/ Z existe p/ q e Q tal que 
x = [p / q] q ^ 0, p, q £ Z 

Pero entonces 

qx = q [p / q] = [q(p/q)l = Cpl = 0 

pues p e Z 

Por lo tanto confirma nuestra afirmación. Esta propiedad se ex- 
presa diciendo que Q / Z es un grupo de torsión. 


F. Un Teorema de Isomorfismo 

En esta sección resolveremos el siguiente problema utilizando 
métodos estudiados previamente. 


Problema. Sea G un grupo. Determinar todos los grupos L que 
sean imágenes de G por morfismos; o sea, determinar todos los 
grupos L para los cuales existen morfismos sobre f : G -» L. 


Este problema admite la siguiente solución. 

Solución. La clase de grupos {L} que son imágenes de G por 
morfismos "coincide" con la clase {G / H} de grupos cocientes de 
G por subgrupos distinguidos de G. Precisando tenemos: 

Teorema. Sean G y L grupos y s ea f : G -* L un morfismo sobre. 
Existe entonces un único subgrupo distinguido H de G y un is orno r - 
fismo g : G / H -♦ L con la propiedad que el diagrama 


P) 


G 

& '* 

G / H -» L 
g 


es conmutativo , o sea 

g o § = f 

(Q denota el morfismo canónico). 

Nota 1 . La conmutatividad del diagrama anterior equivale a de- 
cir que L es isomorfo, en forma natural , a un grupo cociente de 
G. 

Nota 2. La coincidencia a que se hace referencia enla solución 
del problema se obtiene por medio del teorema estableciendo la 
aplicación 

L -» G / H 

Demostración del Teorema. Definimos primeramente 

H = Nu (f ) 
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y siendo éste un subgrupo distinguido formamos el grupo cociente 
G / H. Vamos ahora a definir un morfismo G/H -* L. Sea SeG/H. 
Existe s e G tal que S = {x/x~ s} = 9 (s). Analicemos el elemento 
f|s) eL, Si s r e S, entonces s^ ^ s, oseas 1 * s^^e H = Nu (f) de 
manera que 

f (s 1 * s 1 ) = e 

y, también, siendo f morfismo 

e = f<s') * f( Sl ) = f(s)' * f( Sl ) 

o sea 

f(s) = físi) 

lo cual demuestra que f(s) está unívocamente determinado por S, 
es decir 

define una aplicación 

(I) 

Vamos a probar que g es un morfismo, Sean S b S3 e G / H. En- 
tonces si s x e S x y S2 e S3 se tiene, en virtud de la definición de 

S 1 * S 3) 9 Ue 

s l * s 2 e S x * Sa 


f (s), si s e S 


g : G / H - L 
g (S) = f (s) si s e S 


por lo tanto de (I) 


g{Sj. * S 3 ) = f( 8l * s 2 ) 

= f( Sl )*f<s 2 ) 
= gíSi)* g(S 2 ) 


que muestra bien que g es un morfismo. Nótese además que si scG 
entonces s e 9 (s) y se tiene 


de manera que 


f (s) = g (Q (s) ) = (g o 9) (s) 

f = g o 9 


lo cual prueba la conmutativi dad del diagrama (D). 
Verifiquemos que g es un isomorfismo. 


i. g es un morfismo sobre. En efecto, sea u e L, entonces siendo 
f unmorfismo sobre existe xe Gtal quef(x) = u. Por lo tanto de (: ) se 
tiene u = f(x) = g(9 (x) ) que muestra que g es un morfismo sobre. 


ii. g es monomorfismo. Deberá probarse que Nu(g) - {ej. Sea 
S e Nu(g). Entonces si s e S 


f(s) = g( 9 ( s >) = g(S) = e 


por lo tanto s e H. Esto implica S = H = e = identidad de G /H. g 
es pues un monomorfismo. 




Veamos finalmente la cuestión relativa a la unicidad del sub- 
grupo H. Sea, pues, H' un subgrupo distinguido de G y sea g 1 : G/H 1 -»■ L 
un isomorfismo que hace conmutativo el diagrama 


G 

9 ; 4 

G/H> - L 
g’ 

Vamos a probar que H = H'. En efecto, 
u' e H' =» f(u') = g' (g'(u')) = g'(e) = e 

— ,,1 „ LJ ^ Ui r U 

—* Ll O U X O. " XX 

u e H => e = f(u) = g'(9'(u)) 

* 9'(u) = e <P° r ser « 

=s u e Nu({J') = H 1 , o sea H cz H'. 


un isomorfismo) 


Es decir, H = H 1 como deseábamos probar. El teorema queda pro- 
bado. 


Ejemplos 

1. Sea G un grupo y sea Aut (G) el grupo de automorfismos de G. 
La aplicación 

x - I x 

que asocia a x el automorfismo de G: 

Ix (g) " X * g * x' 

es un morfismo sobre 

I : G -» Int (G) 

de G en el grupo Int (G) de automorfismos interiores de G. De 
acuerdo con el teorema enunciado en esta sección se tendrá un 
isomorfismo 

G / H -* Int (G) 
donde H - Nu{I). Analicemos H = Nu(I), 

x e Nu (I) o I x = id Q 

» x * g * x 1 = g cualquiera que sea 
g e G 

CS* X * g = g * x 

Por lo tanto 

H = (x / x * g = g * x, para todo g e G] 

Este subgrupo se denomina el centro de G y se lo denota con 
2 g . Por lo tanto 


Int (G) - G/3 6 




2. Sea n e N. Sea W n el grupo de raíces n- simas de la unidad: 

w n = 1 

0 2tt , , 2rr 

w 1 — eos — + i . sen — 
n n 

* * * • • # • • • 

2jn . 2jtT 

w, = eos — + i* sen 

J n n 


w n _ 1 = eos 


ZllLim + i. een 2kliE 


n 


n 


La aplicación f : Z -* W n definida por 

r i \ 2mrr . . 2mrr 

f (m) - eos + i . sen 


n 


n 


es, en virtud del Teorema de De Moivre, un morfismo de (Z, +. 0) 
en W„,y es, evidentemente, unmorfismo sobre. Determinemos Nu(f). 

k e Nu(f) « eos + i. sen = w 0 = 1 

n n 

« 2kn _ . 2kn n 

» eos = 1 y sen = 0 

n n 


2kn 


n 


= h • 2tt = múltiplo de 2rr, h e Z 


« k es divisible por n 

<=* k e (n) = subgrupo de Z de múltiplos de n. 


Por lo tanto se ha demostrado que Nu (f ) 
tiene el isomorfismo 


Z / (n) - W„ 


(n). En definitiva se 


3. Sean R# = (R - {0} , . , 1 ) = grupo multiplicativo de números 

reales no nulos. 

R = (R + , • , 1) = grupo multiplicativo de números 

reales positivos. 

f : R# -* R + la aplicación f (x) = x 2 


f es un morfismo y es además un morfismo sobre. En efecto, este 
hecho nada trivial es consecuencia de la siguiente propiedad d,e los 
números reales: todo número real positivo posee una raíz cuadra- 
da en R, o sea dado r e R, 0 < r existe ye R tal que y 3 = r 
Determinemos Nu {f ): 

x e Nu (f ) « x 2 = 1 

«■ x = 1 ó x = - 1 


Por lo tanto se tiene el isomorfismo 


R# / 


R + 


(Interpretación de este isomorfismo: R#/[l,-l] consiste de la 
totalidad de pares [x, - x] de números reales x 0. El isomor- 
fismo está dado por [x, - x] -* x 2 . ) 


4. Sea n e N tal que n = p 1 * q J donde i, j e N, p yqson números 
primos yp / q, 




Sean Z / (p 1 ) y Z / (q J ) los grupos cocientes correspondientes 
a los subgrupos (p 1 ) y (q 3 ) de múltiplos enteros de p 1 y q 3 , respec- 
tivamente. Los elementos de Z / (p 1 ) se representanmediante los 
restos de la división entera por p 1 . Si u es uno de estos restos se 
escribirá u para denotar el elemento de Z / (p 1 ) asociado. Análo- 
gamente con Z / (q 3 ). 

A = Z / (p‘) ® Z / <qJ) 


la suma directa de Z / (p 1 ) y Z / (q 3 ). Un elemento típico de A es 
de la forma 


(u, v) 

donde u, v e Z satisfacen 

0 ¿ u < p 1 y 0 ^ v < q 3 

Sean 

9 P : Z - Z/ (p 1 ) y Q, : Z - Z / (q*) 
los morfismos canónicos. 


Sea f : Z A la aplicación definida por 
f es un morfismo, cuya verificación se deja a cargo del lector. 


Afirmación , f es unmorfismo sobre. En efecto, siendo p 1 y q 3 
primos entre sí, por suponerse p ^ q, existen enteros r, s tales que 

(:) rp 1 + sq 3 = 1 


(por una propiedad típica del máximo común divisor ). Sea entonces 
(u, v) e A. El entero 

m = vrp 1 + usq 3 


satisface 


f(m) = (9 p {m), g q (m) ) = (g p (usq 3 ), g^vrp 1 ) ) 


y ahora en virtud de (:) es 


u = 

V = 


urp 

vrp 


i + 
t + 


usq J 

vsq 3 


con lo que 


f (m) = <u, v) 


lo cual prueba que f es un morfismo sobre. 
Calculemos ahora Nu(f). 


m e Nu (f ) « (g p (m), g q (m) ) - 0 = (0,0) 

» p 1 divide a m y 

q 3 divide a m 

» p 1 . q 3 divide a m 

(Nota: la última equivalencia es debida a que p 1 y q 3 son primos 
entre sí. ) 



El razonamiento precedente nos muestra entonces que 
Nu(f) = (p 1 . q J ) = (n) 

= a la totalidad de múltiplos del entero n. Ahora en virtud del teo- 
rema de isomorfismo se tiene el isomorfismo fundamental: 

Z/ (n) =■ Z/ (p 1 ) ® Z/ <qj) 7T 
n - p 1 . q J 
p, q primos distintos 

Como aplicación se tienen los isomorfismos: 

a) Z/ (6) - Z/ (2) ® Z / (3) 

b) Z / (12) - Z/(4) ® Z / (3) 

c) Z / (36) => Z / (4) ® Z / (9) 

Ejercicio. Probar que no existe ningún isomorfismo entre 

Z / (4) y Z / (2) ® Z / (2f. 


G. Grupos Finitos 

Un grupo G se dice finito si G es un conjunto finito, o sea si G 
es coordinable a un intervalo natural inicial I k . 

I k = {n / n e N, 1 ^ n <; k] 

Se escribe entonces 

Card(G) = k 

y se dice también que G es un grupo de orden k. 

Históricamente la teoría de grupos finitos está estrechamente 
ligada a la teoría de la resolución de ecuaciones algebraicas o más 
generalmente a la llamada Teoría de Galois. 

Ejemplo. Sea n e N y sea X = {1,2,.., nj. Entonces el grupo 

G = Tran(X) es un grupo de orden n! = factorial de n . Los ele- 
mentos de Tran(X) se denominan permutaciones. G se denomina 
el grupo simétrico de grado n y se le denota por G = S^ . Este es el 
ejemplo más importante de grupo finito, dado que: T eorema (Cayley) 
para todo grupo finito G existe n e Ny un monomorfismo G -* S n , 
o sea todo grupo finito es subgrupo de un grupo de permutaciones. 

Demostraremos aquí un teorema elemental muy importante, a 
saber, el Teorema de Lagrange. Previamente será necesario 
estudiar la cardinalidad de las clases de equivalencia de la re- 
lación determinada por un subgrupo. Sea G un grupo y sea H un 
subgrupo de G. Sea-'- la relación de equivalencia compatible a la iz- 
quierda determinada por H, o sea 

— v «v'*ueH 


u 




Sea S una clase de equivalencia según Existe entonces s e G 
tal que 

S = [x / x ~ s} 

Afirmación . S y H son conjuntos coordinables. En efecto, sean 
las aplicaciones 

f : S H definida por x s' * x 
y g : H -* S definida por h -> s * h 

se sigue fácilmente que g o f = id s y f o g = id H de manera que f (y 
lo mismo g) es una biyección. 

Corolario. Dos clases de equivalencia S y T según~ son coor- 
dinables. 

En efecto, S es coordinable a H y T es coordinable a H por lo 
tanto S es coordinable a T. 


Teorema. (Lagrange). Sea G un grupo finito. Sea H un sub- 
grupo de G. Entonces si Card (G /~ ) denota el número de elementos 
del "conjunto" cociente G / ~ (o sea, el número total de clases de 
equivalencia según ~) se tiene 


(L) Card (G) = Card (H) • Card (G /~ ) 

Demostración. ~ determina sobre G una partición y los con- 
juntos de esta partición son todo coordinables entre sí y coordinables 


_ T T _ 




- — i-1 - C _ 
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Corolario. Sea G un grupo finito y seaH un subgrupo de G. En- 
tonces el orden de H divide al orden de G. 

Corolario. Sea G un grupo finito y sea H un sub grupo distingui - 
do de G. Entonces 

Card (G) = Card (H) * Card (G / H) 

Aplicaciones 

1 . Todo grupo finito de orden p primo es cíclico, o sea isomorfo 
a Z / (p). En efecto, sea G un grupo finito de orden primo p. En- 
tonces si x e G, x ^ e la aplicación Z -* G definida por 

f : m -* x n 

{donde x? = e, x n = {x" 11 ) -1 si n < 0) 
es un morfismo tal que 

Im(f) ¿ {e} 

pues e ^ x e Im (f). Por lo tanto Im (f ) es un subgrupo de G de 
orden mayor que 1 y que (Lagrange) divide a p. Siendo p primo 
debe ser 


Im (f) = G 



Por lo tanto 


Z / H - G 

donde H es el núcleo de f. Puesto queCard(Z/H) = Card (G) = p 
debe ser H = (p). Por lo tanto, se tiene finalmente 

G =“ Z / (p) 

Corolario. Todo grupo finito de orden primo es conmutativo» 

2. Todo grupo finito de orden ¿ 5 es conmutativo . En efecto, si 
Card (G) = 2, 3, 5 entonces es conmutativo según acabamos de ver. 
Queda entonces por analizar el caso Card (G) = 4. Esto último lo 
dejamos como ejercicio para el lector. Ñútese que hay grupos de 
orden 6 no conmutativos como, por ejemplo, el grupo simétrico 
S 3 . ¿Es éste el único grupo de orden 6 no conmutativo? Si. 


Ejercicio 

i. Construir una tabla de composición del grupo S 3 . 

ii. Determinar todos sus subgrupos y señalar los distinguidos. 

iii. Probar que 353 = {e}. 

iv. Probar que Aut(S a ) = Int(S 3 ), o sea que todo automorfismo 
de S 3 es interior. 


# Nota. Las siguientes propiedades son válidas en S n (véase re- 
ferencia bibliográfica (9) ). 


si ) Para todo n, 3 ¿ n: 3$^ = { e} . 

s2) Para todo n, 3 £ n y n ^ 6: Aut(S n ) = Int(S n ), 

Ejercicio . Sea p un entero racional primo. Probar que el gru- 
po 

Aut( Z / (p) ® Z/ (p) ) 

de automorfismos de la suma directa Z/ (p) ® Z/ (p) posee orden 

(p 2 - 1) .(p 2 - p). 



III. ESTRUCTURA DE ANILLO 


A. Definición y Ejemplos 

No habrá escapado a la atención del lector que ha seguido el 
tratamiento hecho en el capitulo anterior la posibilidad de introducir 
en un conjunto más de una ley de composición. Esto efectivamente 
es posible y da lugar, en particular, a la importante estructura 
algebraica de anillo. Si • y * son dos leyes de composición defi- 
nidas sobre un conjunto A, una condición esencial a imponer es que 
dichas leyes de composición guarden alguna relación entre sí. Una 
forma natural de establecer relaciones entre ambas es, conforme 
a los esquemas numéricos, mediante las leyes distributivas. Así 
diremos que 

Definición 

* es distributiva a la izquierda respecto de • si 

x * (y • z) = (x * y) • {x * z) 
cualesquiera que sean x, y, z e A. 

* es distributiva a la derecha respecto de • si 

(x • y) * z = {x * z) • {y * z) 
cualesquiera que sean x, y, z e A. 

* es distributiva respecto de • , si lo es a la izquierda y a la de re - * 
cha. 

Ciertamente, en el caso que * sea una ley de composición con- 
mutativa los distintos tipos de distributividad antes definidos 
coinciden entre sí. 

Ejemplo. Sea A = N y sean * y • definidas por 

a * b = a 
a • b = a + b 

Es fácil ver entonces que * es distributiva con respecto de «ala 
derecha, pero no a la izquierda. 

Ejemplo, Sea A = P (X) — totalidad de partes de un conjunto X. 
Sean * y • definidas por x*y = xfly x • y = x U y. En tal ca- 
so * es distributiva respecto de • y, reciprocamente,» es distributiva 
respecto de *. 

Suele imponerse otro tipo de condiciones a fin de hacer más 
sistemático el estudio de estas estructuras con dos leyes de com- 
posición. Por ejemplo, se pide que una de ellas sea un semigrupo 
conmutativo y que la otra ley de composición sea distributiva res- 
pecto de la primera. Resulta entonces conveniente introducir la 
siguiente notación: 



+ denotará una ley de composición conmutativa 
• denotará una ley de composición genérica 

(o sea, a • no le imponemos ninguna condición especial). El caso 
+ se denominará aditivo mientras que el • se denominará multipli - 
cativo . Por abuso de lenguaje llamaremos a + suma y a » producto . 
Siendo asi será conveniente ajustar nuestra notación anterior sobre 
elementos identidad, inversos, etc. , como sigue: 


Caso aditivo : Antes 

* 

e 

x' 

Caso multiplicativo: 

e 

x' 


Ahora 

+ 

0 

- x 


1 


-i 


Veamos como se traducen relaciones estudiadas anteriormente: 


(x * y ) 1 


(x 1 )' 
e * e 


y * # x 1 

X 


e 


{ - (x + y) = (-y) + (-x) 
(x • y)" 1 = y 1 . x -1 


r - í-x) = x 

^ (x -1 )“ 1 = X 

| 0 + 0=0 

** 1 • 1 = 1 


Escribimos además en el caso aditivo 


x - y = x + (-y) 


Definición. Sean + y * leyes de composición interna definidas 
sobre un conjunto A. Diremos que las mismas determinan sobre 
A una estructura de anillo o también que A es {respecto de + y * ) 
un anillo si existe 0 e A tal que 

al) (A, +, 0) es un grupo conmutativo. 
a2) (A, • ) es un semigrupo. 
a3) • es distributiva (o sea a la izquierda 1 
y a la derecha) con respecto a +. 

Definición. Diremos también que 


- A es un anillo conmutativo si (A, * ) es un semigrupo 
conmutativo. 

- A es un anillo con identidad si existe 1 e A tal que 
1 / 0 y (A, . , 1 ) es un semigrupo con identidad. 

En la proposición siguiente se han reunido resultados válidos 
en todo anillo A. Recuerde el lector que -x denota el inverso aditivo 
de x y que x - y denota la suma x + (- y). 



Proposición. Sea A un anillo, entonces si a, b, c, d e A 


i. 

a • 0 

- 

0 

• a = 0 


ii. 

(-a) • 

b 

- 

- (a - b) = 

a. <-b) 

iii. 

(-a) * 

(- 

b) 

= a • b 


iv. 

a * (b 

- 

<=) 

= a • b 

a * c 

V. 

(a - 

b) 

• c 

- a • c 

b • c 

vi. 

(a + 

b) 

• (c 

+ d) = a - 

■ c + a • d 


Demostración. Estará basada en la utilización del teorema de 
existencia y unicidad de las ecuaciones, sobre el grupo aditivo A, 
de la forma a 4- X — b. 

i. a • 0 = a -(O + 0) = a - 0 + a- 0 y puesto que también a • 0 = a • 0 + 0 
se tiene que 

a * 0 y 0 

son ambas soluciones de la ecuación a - 0 + X = a - 0. Porlotanto 
debe ser a* 0 = 0. Análogamente, resulta 0 * a = 0. 

ii. (-a) .b + a • b = ( (-a) + a) • b = 0 • b = Oy puesto que también 
-(a* b) + a. b = 0 se tiene que 

(-a) • b y -(a • b) 

son ambas soluciones de la ecuación X 4- a* b = 0. Por lo tanto 
debe ser (-a)*b = - (a* b). Análogamente, resulta a ■ ( - b ) = - {a • b). 

Nota, En virtud de este resultado no hay ambigüedad al escri- 
bir - a* b en lugar de -(a* b), ya que asociando el - tanto a a como 
a a • b no varía la expresión. 

iii. a • b = -{ - (a ■ b) ) 

= -( (-a) • b) en virtud de ii. 

= (-a)* (-b) en virtud de ii. 

iv. a • (b - c) = a • (b + (-c) ) = a • b + a • (-c) 

= a . b + (-(a • c) ) = a * b - a * c 

v. Demostración análoga a iv. 

vi. Se deja a cargo del lector. 

Corolario. Sea A un anillo con identidad 1. Entonces la» ecua- 
ciones 

0 • X = 1 
Y • 0 = 1 

no admiten ninguna solución en A. 

Demostración. En efecto, de acuerdo con i 0 . a = a * 0 = 0 
cualquiera que sea a e A. Puesto que además es 1 / 0 (de acuerdo 
con lo convenido al definir anillo con identidad) ninguna solución 
en A de cualquiera de esas ecuaciones es posible. 



Sea A un anillo con identidad 1. Con 

U (A) 

denotamos el subgrupo de (A, . , 1) de elementos inversibles o uni- 
dades y lo denominamos el grupo de unidades del anillo A. 

Nótese que el corolario anterior es equivalente a la afirmación 

0 ¿ U (A) 

Definición. Diremos que un anillo con identidad A es un anillo 
de división si 

U (A) = A - {0} 

o sea si todo elemento a e A con a / 0 es inversible en (A f . f 1 ). 

Definición. Llamaremos cuerpo (se suele utilizar también la 
denominación campo ) a todo anillo de división conmutativo. 

Ejemplos 

1 . Anillos numéricos 

i, Z con + = suma ordinaria y • = producto ordinario es un ani- 
llo conmutativo con identidad: el anillo de enteros racionales. 
U(Z) = {1,-1}. - ' ' “ 

ii. Q con + - suma ordinaria y • = producto ordinario es un 
anillo conmutativo con elemento identidad. U(Q)=Q¡f-Q - {0}. 
Q es el cuerpo de los números racionale s. 

En forma análoga a ii 

iii. R es el cuerpo de los números reales. 

iv. C es el cuerpo de los números complejos. 

2. Sea A = (A, +, 0) un grupo conmutativo. Sea (A, . ) la estructu- 
ra de semigrupo trivial: 

x • y = 0 

cualesquiera que seanx, y e A. Entonces + y* definen sobre A una 
estructura de anillo conmutativo: el anillo trivial asociado al grupo 
conmutativo A. 

3. Sea X un conjunto y sea A = P{X) el conjunto de partes de X. 
Las dos siguientes leyes de composición sobre A: 

x+y = xAy = diferencia simétrica de x e y 

x * y = x f¡ y = intersección de x e y 

determinan sobre A una estructura de anillo conmutativo con iden- 
tidad: el anillo de Boole de subconjuntos de X. Se verifica U(A) - {X}, 
o sea el único elemento inversible de A es la identidad 1 = X. 

4. Sea M = (M, + , 0) un grupo conmutativo . Sea End (M) = (End (M), 
o) el semigrupo de endomorfismos de M. Vamos a definir sobre 
End (M) la siguiente "suma". Sean f, g e End (M). 



Entonces si m e M: 

(. ) m -* 


f (m) + g{m) 

define una aplicación de M en M que satisface 

(:) m 1 + -+ f {m 1 + m s ) + g (ni! + m 2 ) = 

f(m 1 )+f(m 3 )+ gimj + g (m 3 ) = 

[f (mi) + g (mj ] + [f (m 2 ) + g (m a )] 


(Nótese que en el último paso se ha hecho uso de la conmutatividad 
de M al permutar f (n^) con glm^, ) (:) muestra entonces que la apli- 

cación {. ) es un morfismo de M, o sea un elemento de End(M). Este 
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Por lo tanto 


(f + g) ( m ) ~ f (m) + g(m) si m s M j 


(f, g) - f + g 


define una ley de composición en End(M), o sea una estructura de 
monoide (End(M), + ), que satisface 


a) f + g - g + f. En efecto, 

(f + g) (m) = f (m) + g (m) \ conmutatividad 

= g(m) + f (m) J de M 

= (g + f) (m), si m e M 

lo que confirma nuestra afirmación. 

b) f + (g + h) = (f + g) + h, si f , g, h e End(M). En efecto, 
basta aplicar la definición (• ) y utilizar la propiedad asociativa 
de (M, +, 0). 


c) La aplicación denotada por 0 : M -*■ 
0 (m) = 0, si me 


satisface 


M definida por 
M 


0+f = f + 0 = f 


de manera que 0 es elemento identidad de (End (M), +). 

d) Sea f e End (M). La aplicación f 1 : -* M definida por 
f 1 (m) = - f (m) si m e M 

es un morfismo: 


f'K + m 2 ) 


Satisface ademas 


(f + f , )(m) 


■ÍK + m 2 ) = -(f (m x ) + f(m 3 )) 
■ f< m ].) + (-f(m 3 )) 
f'( mi ) + f '(mg ) 


f (m) + f ' (m ) = f(m) + (- f(m) ) - 0 = ^)(m) 


o sea 
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f + f* 


o 
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Pero por a) sigue que 

P + f = 0 

Por lo tanto f' es inverso de f en (End(M), + , 0). 

En definitiva, la ley de composición f + g definida en End{M) es 
una ley de composición de grupo conmutativo. 

Afirmamos ahora que las leyes de composición en End(M) f+ g 
y f o g definen una estructura de anillo. 

En efecto, habrá que probar las leyes distributivas 

1 ° (g + h) = fog + foh 
(f + g) oh= fog+goh 

La demostración es similar en ambos casos, probemos la primera: 

[í o (g + h)] (m) = í((g + h) (m)) 

= f(g(m) + h(m)) 

= f(g(m)) + f(h(m)) 

= (f o g) (m) + (f o h) (m), 
si m e M 

Por lo tanto la distributividad pedida. 

El anillo así definido es de extrema importancia en álgebra y 
se le denomina el anillo de endomorfismos de (el grupo conmuta- 
tivo) M. Es un anillo con identidad, dado que (End(M), o) es un se- 
migrupo con identidad. En general, no es un anillo conmutativo. 
Demostremos esta última afirmación con un ejemplo sencillo. Sea 
Z/(2) — [0, 1} - el grupo de restos módulo 2. La estructura de 
grupo conmutativo de Z / (2) está dada por 0+0-0, 1+0 = 0+ 1=1, 

1 +1 = 0. Sea M = Z/{2) @Z/{2) = suma directa de Z/(2) consigo 
mismo. La descripción de M es la siguiente: 



(0, 0) es la identidad de (M, +). Sean f, g aplicaciones de M enM 
definidas por 

(0,0) - (0,0) (0,0) - (0,0) 

(1,0) - (1,0) (1,0) - (1,1) 

• ( 0 , 1 ) - ( 1 , 0 ) g * ( 0 , 1 ) - ( 0 , 0 ) 

(1,1) - (0,0) (1,1) - (1,1) 

Se deja al lector el verificar que f y g son endomorfismos de M. Pro- 
bemos que f o g / g o f. En efecto, 



(f o g) (1, 0) = (0, 0) 

(g o í) (1, 0) = (1,1) 

lo cual comprueba nuestra afirmación. Consecuentemente, End(M) 
no es un anillo conmutativo. Otra característica de este ejemplo 
es que f / _0, g ^ 0 y sin embargo 

f o g = 0 
Y g o f / 0 

5. Sea S un anillo y sea X un conjunto no vacio. SeaA-Aplc(X, S) 
la totalidad de aplicaciones de X en S. Las leyes de composición 
+ y • en S dan lugar, según se vio oportunamente, a leyes de com- 
posición en Aplc(X, S): 

f + g : x - f ( x ) + g (x) 

f * g : x - f (x) • g (x) 

que denominamos las leyes de composición puntual de f con g res- 
pecto de + y • , respectivamente. Además, si 0 e A denota la 
aplicación constante 

_0(x) = 0, si x e X 

se tiene que (A, + , ()) es un grupo conmutativo. Por otra parte, (A, . ) 
es un semigrupo. Es fácil verificar la distributividad de • res- 
pecto de + , de manera, que queda definido sobre A una estructura 
de anillo: el anillo de aplicaciones (o fun ciones) de X en S. Es un 
anillo conmutativo si S lo es y posee identidad si S lo posee. (Este 
ejemplo es de gran importancia en análisis y, en especial, en la 
situación siguiente: X = R n el espacio euclidiano n-dimensional y 
S = el cuerpo R de los números reales y donde las aplicaciones se 
restringen a las "aplicaciones continuas". ) 

6. En el ejemplo 2 se ha demostrado cómo introducir una estruc- 
tura de anillo en un grupo conmutativo A. En general, se puede 
formular el siguiente problema: dado un grupo conmutativo A, 
¿cuántas estructuras posibles de anillo se pueden definir sobre 
A que conserven la estructura de grupo conmutativo original? 
Por ejemplo, el lector puede probar, a manera de ejercicio, que 
la única estructura de anillo con identidad que puede definirse so- 
bre (Z, + , 0) es la estructura ordinaria. Lo mismo es cierto para 
los grupos cocientes Z / (m). Es interesante el siguiente resultado: 
la única estructura de anillo definible sobre el grupo cociente Q/Z, 
es la trivial, o sea x*y = 0 cualesquiera que sean x, y e Q/ Z. La 
demostración es muy sencilla. El análisis de un caso particular 
sugerirá al lector la demostración general. Supongamos pues de- 
finida sobre Q/Z una estructura de anillo. Entonces (por ejemplo): 
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[1/2] • [1/3] 


7. Sean 


[3 • 1/6] • [1/3] 

[1/6] • [1/3] + [1/6] • [1/3] + [1/6] • [1/3] 
[1/6] -([1/3] + [1/3] + [1/3]) 

[ 1 / 6 ] -[ 1 ] 

[1/6]- O 

O 


A = anillo 
n e N 

I n = intervalo natural inicial = {k/keNylsk^n}. 


Formemos el producto cartesiano J - I n X I n . Anteriormente había- 
mos estudiado el semigrupo (Api { J, A), +) de aplicaciones de J en 
el grupo conmutativo (A, + , 0). Recordemos que si f, g e Api (J, A) 
entonces 

(') (i + g) (X) = f(x) + g(x) 

En nuestro caso x e J es de la forma x - (i, j). Convendremos 
en escribir 

f (i, j) = fjj si f e Api { J, A) 


(') se escribe entonces 

(f + g) tJ = f 13 + glJ 

Definimos ahora sobre Api (J, A) un producto: (f t _g) -♦ f • g por 


a 


V 


(f ■ g),j = L 

f Ik * §kj 

k=l 


- fu 

Si J + f 13 * &J '*■ * * * + fm * gnj 


Un cálculo sencillo nos muestra que (Api (J, A), . ) es un semi- 
grupo y además que • distribuye respecto de +. O sea + y* definen 
sobre Api ( J, A) una estructura de anillo. Es útil representar los 
elementos de Api ( J, A) mediante "cuadros" denominados matrices 
de n filas por n columnas ~~~ ~ 


f ~ 


fll ^13 
■^31 ^23 


fnl i*-. 


ln 


3n 


La suma y el producto se expresan entonces, en el caso n = 2. 




fu 

f 13 



§11 

§13 



fu + 

§11 

fia 

+ 

§13 








+ 

















fsi 

f 22 



§31 

§23 1 



f 31 + 

§31 

f 32 


§33 




fll 




gil 

Sis 



fu 

* §11 

+ f 13 ’ 

§31 

fll * 

§13 

+ f 

12 * 

§33 

fsi 

fs3 



§31 

§33 



í 

31 

* §11 

+ fs3 * 

§31 

fsi ‘ 

§13 

+ f 

33 ' 

§33 





El anillo asi obtenido se denomina anillo completo de matrices 
con coeficientes en A de n filas por n columnas (o, brevemente, 
el anillo de matrices de n Xnsobre A), Se le denota por (A). 
Veamos algunas propiedades de (A): 

a) Si A posee elemento identidad 1 entonces M n (A) posee ele- 
mento identidad. En efecto, la matriz 


1 

0 . . 

0 



0 

1 . . 

0 

To 

si i 

* 

• • • 

* 

o sea e u = ^ 

si i 

0 

0 .. 

1 




= j 


es identidad de M^A). 

b) Sea A un anillo con identidad. Entonces si 1 < n, (A) 

no es un anillo conmutativo. En efecto, veamos el caso n — 2 


0 

1 


1 

0 


0 

0 

0 

0 

' 

0 

0 


0 

0 

1 

0 


0 

1 


0 

1 

0 

0 

■ 

0 

0 


0 

0 


c) Sea A un anillo con identidad. Entonces, si 1 < n, existen 
elementos x, y e M„ (A) tales que 

x. 0, y ¿ 0 y x • y = 0 

(El ejemplo anterior demuestra ese hecho. ) 

Es interesante y también importante analizar el semi grupo mul- 
tiplicativo de M n (A), suponiendo a A un anillo con identidad. El 
grupo U (Mjj (A) ) de elementos inversibles de M n (A) recibe entonces 
el nombre de grupo lineal general de grado n con coeficientes en 
A y se le denota por GL n (A). Los grupos más importantes de la 
geometría son grupos de este tipo, A es generalmente un cuerpo. 
Para las aplicaciones aritméticas A es un anillo conmutativo. El 
interés de estudiar M^A) en el caso de un anillo conmutativo con 
identidad radica en la existencia de la Teoría de Determinantes . 
Sin entrar a detallar esta teoría digamos brevemente que' en la 
misma se demuestra la existencia de una aplicación 

Det : Mjj (A) - A 

entre cuyas propiedades está la de ser un morfismo de las estruc- 
turas multiplicativas, o sea 

Det (f • g) = Det (f ) • Det (g) 

Det(e) = 1 

donde e denota el elemento identidad de Mjj (A). 



En términos de la teoría de determinantes es posible formular él 
siguiente criterio de caracterización de GL n (A), sea f 0 M,j (A) 

f 0 GL n (A) si, y sólo si, Det (f ) 0 U (A) 

En el caso particular de ser A un cuerpo, siendo U(A) = A - [0], 
se tiene 

f 0 GL n (A) si, y sólo si, Det (f ) ^ 0 

(El ser determinante un morfismo da una demostración de la parte 
"sólo si" del criterio. ) 


B. Subanillos e Ideales 

En esta sección se estudiarán las subestructuras caracterís- 
ticas de un anillo. 

Sea A un anillo y C un subconjunto de A. 

Definición. Diremos que C es un subanillo de A si 

si ) C es subgrupo de (A, + , 0). 
s2) C es subsemigrupo de (A, . ). 

El lector puede verificar, a manera de ejercicio, la validez déla 
siguiente proposición. 

Proposición. Un subconjunto C de un anillo A es un subanillo 
si, y sólo si, satisface todas las propiedades siguientes: 

1. C já 0 

2. x 0 C, y 0 C x - y 0 C 

3. x 0 C, y 0 C -» x ye C 

Ejemplos 

1. Para todo anillo A, C = [O] y C = A son subanillos de A. 

2. Sea A un anillo trivial. Entonces todo subgrupo C de A es un 
subanillo. 

3. Sea Z el anillo de enteros racionales. Entonces todo suberupo 
de (Z, +, 0) es un subanillo. En efecto, si C es subgrupo de Z exis- 
te m e Z, tal que C = (m) = la totalidad de múltiplos enteros de m. 
Como el producto de dos múltiplos de m es también un múltiplo de 
m s e sigue que la condición 3 de la proposición se satisface y C es 
entonces un subanillo de Z. Note el lector la verificación en Z de 
la siguiente propiedad más fuerte que la condición 3. 

3'.neZ y reC=>n-reC 

4. Sea X un conjunto y sea A - Aplc (X, S) = el anillo de aplicacio- 
nes de X en un anillo S. Sea Y un subconjunto no vacio de X. Entonces 



C = (f / f € Aplc (X, S) con f (y) = 0 si y e Y] 

es un subanillo de A : el subanillo de aplicaciones nulas sobre Y. 
En efecto, utilizando la proposición 3, sean f, g e Aplc (X, S). 

1) 0 e C. 

2) Sif, gsCeyeYse tiene (f - g) (y) = f(y) - g(y) =0-0 = 0. 
Por lo tanto f - g e C. 

3) Si f, g e C e y e Y se tiene (f • g) (y) = f (y) • g(y) = 0*0=0. 

Por lo tanto, C es subanillo de A. Nótese también aquí que en lugar 
de 3 se verifica la condición más fuerte 

3'. f e A y ge C => f - g s C 

5. Sea p un número primo. Sea Q el cuerpo de los números raciona- 
les. Sea C c Q definido por: 

ye C si, y sólo si, existen r, s e Z tales que (p, s) = 1 e y = r/s 

Notemos que 1 e C. El lector puede comprobar fácilmente la 
verificación de 2 y 3 de la proposición. C es pues un subanillo de 
Q que se suele denotar por Z ^ y se le denomina localización de Z 
en el primo p. Z^ p j es úe suma importancia en la Teoría Algebraica 
de Números. 

6. Un ejemplo finito. Sea A el anillo definido por las tablas 


+ 

0 

1 

2 

3 

• 

0 

1 

2 

3 

0 

0 

1 

2 

3 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

2 

3 

0 

1 

0 

2 

0 

2 

2 

2 

3 

0 

1 

2 

0 

0 

0 

0 

3 

3 

0 

1 

2 

3 

0 

2 

0 

2 


Entonces los subanillos de A son 

C = {0}, C = [0,2], C = A 

Numerosas situaciones (como en los ejemplos 3 y 4) y el desa- 
rrollo posterior de la teoría sugieren ampliar la definición de 
subanillo, cambiando la condición 3 en la proposición. 

Definición. Diremos que un subconjunto C de un anillo A es 

i. Un ideal a la izquierda de A si satisface 1 y 2 de la proposi- 
ción y además la condición 

3 1 . x e A y ce C =» x*ceC 

ii. Un ideal a la derecha de A si satisface 1 y 2 de la proposición 
y además la condición 
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3". 


ceC y xeA=>c*xeC 



iii. Un ideal bilátero de A, si es ideal a la izquierda y a la derecha 
de A. 

Por cierto que en el caso de un anillo conmutativo no es necesa- 
rio hacer distinción entre estos conceptos y se puede hablar sim- 
plemente de ideales. Se suele también utilizar la palabra ideal como 
sinónimo de ideal bilátero. Antes de entrar en ejemplos se da el 
siguiente ejercicio. 

Ejercicio . Sea A un anillo con identidad. Sea J unideal a la iz- 
quierda (o a la derecha) de A. Entonces si J / A es 

J 0 U (A) = 0 

En particular si 1 e J se tiene J = A. 

Ej emplos 

1. Para todo anillo A, C = [0}y C = A sonideales biláteros de A. 

2. Sea A un anillo trivial. Entonces todo subgrupo de (A, + , 0)es 
un ideal bilátero de A. 

3. En el anillo Z de enteros racionales los siguientes conceptos 
coinciden: subgrupo de (Z, +, 0), subanillo, ideal bilátero. 

4. Sea A = Aplc (X, S) el anillo de aplicaciones de X en un anillo S. 
Sea Y un subconjunto no vacio de X. Entonces el subanillo de apli- 
caciones nulas sobre Y es un ideal bilátero de A. 

5. Sea la localización de Z en el primo p, o sea la totalidad de 

números racionales que pueden expresarse por fracciones con de- 
nominador no divisible por p. Sea I c: Z^ p j la totalidad de dichas 
fracciones cuyo numerador es divisible por p. Entonces I es unideal 
bilátero de Z Es fácil ver que U (Zq,j) = grupo de unidades de 
Z^ p | = Z^ p j - I = complemento de I en Z, p j. Como consecuencia se 
tiene que todo ideal J de Z^ p j tal que J ^ está contenido en I. 

Anillos con esta propiedad se denominan anillos locales por razo- 
nes derivadas de la geometría algebraica. 

6. Sea A un anillo y sea a e A. Entonces la totalidad J de elementos 
de A que son "múltiplos a la izquierdade a" forman unideal a la izquier- 
da de A. O sea, y e J si, y sólo si, existe z e A tal que y = z*a 
y la verificación que J es ideal a la izquierda es inmediata. Se suele 
utilizar la notación J = A • a para denotar este ideal. 

7. Sea A un anillo y sea U un subconjunto no vacío. Sea J la tota- 
lidad de elementos z que satisfacen 

z • u = 0 para todo u e U 

Entonces J es un ideal a la izquierda de A y se le denomina el anula - 
dor a la izquierda de U . En particular , si U consta de un solo elemento 
a, se denomina J el anulador a la izquierda. Por ejemplo, en Z 

N. B. "Ideal bilátero" se utiliza exclusivamente en la Argentina; 
en otros países se dice también "ideal bilateral". 



J = O si U / {0} 

J = Z si U = (0} 

8. En un anillo de división A, J = {0} y J = A son los únicos ideales 
a la izquierda de A. En efecto, sea J ^ 0 un ideal a la izquierda y 
Sea u e J con u f 0, Entonces por ser A un anillo de división, u 
es inver sible en A o sea existe u _1 . Por lo tanto, por la definición 
de ideal a la izquierda 

1 = u _1 • u e J 
Pero, entonces, si a e A 

a = a • 1 e J 

o sea A c: J, luego A = J. 

Es ejercicio interesante el probar una afirmación recíproca de 
la anterior, o sea: si A es un anillo cuyos únicos ideales a la iz- 
quierda son {0} y A, entonces A es un anillo trivial o A es un anillo 
de división (véase ejemplos 6 y 7).* 

Ejercicio . Sea A un anillo de división. Sean x, z e A. Probar 
que x • z = 0 si, y sólo si, x = 0 o z = 0. 

C. Morfismos de Anillos 

Sean A y B anillos. Sea f : A -+ B una aplicación de A en B. 

Definición. Diremos que f es un morfismo de las estructuras 
de anillo, o simplemente que es un morfismo, si 

f : (A, +) - (B, +) 
f : (A, * ) -* (B, * ) 

son morfismos de los monoides correspondientes. Explícitamente 
dicho, si cualesquiera que sean x, y e A 

f (x + y) = f (x) + f (y) 
f (x . y) = f (x) • f (x) 

y, además, si A y B poseen elementos identidad f (1 ) = 1. 

Los conceptos de monomorfismo, morfismo sobre, isomorfis- 
mo, endomorfismo, automorfismo corresponden a las estructuras 
de monoide. 

Ejemplos 

0. Sea A un anillo. Entone es la aplicación identidad id A es un au- 
tomorfismo de (la estructura de anillo de) A. 

1. Sean A y B anillos y sea A un anillo de división. Entonces, si 
f : A -» B es un morfismo, caben dos únicas posibilidades: 

* Un célebre teorema enunciado y probado por J. H. M. Wedderburn, 
en 1905, establece que todo anillo de división finito es conmutativo. 
Resulta, pues, infructuoso tratar de encontrar ejemplos de anillos de 
división no conmutativos finitos. El ejemplo más sencillo de anillo 
de división, no conmutativo, es el anillo de los cuaterniones descu- 
bierto hace más de 100 años por W. R. Hamilton (Referencia (7)). 



i. f es el morfismo trivial: f (x) = 0 cualquiera que sea x e A, o 
ii. f es un monomorfismo. 


En efecto, si el caso i no ocurre, existe xe A tal que 0 ^ y = f{x). 
Para probar que f es un monomorfismo es suficiente, según vimos 
antes, probar que Nu(f) = 0. Sea pues 0 ¿ a e A. Siendo A un 

anillo de división existe a -1 e A. Entonces 

0 y = f (x) = f (x • a -1 • a) — f (x • a -1 ) • f (a) 

lo cual implica f(a) 0. Hemos probado pues que a 0 => f (a) ^ 0. 
Equivalentemente, f(a) = 0 =* a = 0 o sea Nu (f ) - 0. 

2. Sea Z el anillo de enteros racionales. Sea f : Z -» Z un endo- 

morfismo ( de la estructura de anillo). Puesto que f (1 ) = 1, se 

tiene que f(n) = n cualquiera que sea ne Zn ^ 0. Siendo f(-m) = -f(m), 
se tiene que f(m) = m cualquiera que sea m e Z, o sea f = id z . Se deja 
al lector verificar que si A = Q el cuerpo de los números racionales 
vale también, y que id^ es el único endomorfismo (de la estructu- 
ra de anillo de) Q. 

3. Sea R el cuerpo de los números reales. Seaf : R -*■ R un endomor- 
fismo de (la estructura de anillo de) R. Entonces, puesto que f(l) = 1 , 
se tiene (según 2) que f (m) = m si m e Z y, más aún, utilizando la 
segunda parte de 2, 

f (q) = q si q € Q 

Sea x e R, 0 < x. Existe entonces y e R tal que y = x. Por 
lo tanto 

f(x) = i (y 2 ) = f(y) • £ (y) = í(y) s 

de manera que f (x) 2 : 0. La situación f (x) = 0 debe excluirse en 
virtud de lo expuesto en el ejemplo 1. Se ha probado pues que 

0 < x => 0 < f (x) 

Sea ahora 0 < x. Si f (x) ^ x cabe entonces las dos posibilidades 
siguientes 

i. 0 < f (x) < x 
ii. 0 < x < f (x) 

En la situación i , seaq e Q tal que f (x) < q < x. Entonces 0 < x - q 
de manera que 

0 < f(x - q) = f (x) — f (q) = f(x) - q 
lo cual implica 

q < f(x) 

en contra de la elección de q. Esta situación no es pues posible. 
En la situación ii . sea q e Q tal que x < q < f(x). Entonces 



O < q - x 

de manera que 

O < f (q - x) - f (q) - f (x) = q - f (x) 
lo cual implica 

f(x) < q 

que contradice la elección de q. Esta situación tampoco es posible. 

En definitiva, se ha probado que si x e R satisface 0 ¿ x, enton- 
ces f (x) — x. Ahora como f (- x) — - f (x) se tiene el importante 
resultado : id R es el único endomo rfismo de {la estructura de anillo 
de) R . (Nótese que en esta demostración se han. utilizado propiedades 
finas de R, como son la existencia de raíces cuadradas de números 
positivos y la llamada "densidad" de Q en R, que afirma quedados 
dos números reales a y b, a < b existe siempre un número racional 
q que satisface a < q < b. ) 

Ejercicio . Sea A un anillo conidentidad y sean k, r enteros positi- 
vos. Probar que si k/r existe, entonces unmonomorfismo M^A) -» Mp (A). 

D. Relaciones de Equivalencia Compatibles 

Analizaremos la compatibilidad de una relación de equivalencia 
~ definida sobre un anillo A, con respecto a la estructura de anillo. 

Definición. Diremos que ~ es compatible a la izquierda (con la 
estructura de anillo de A) si 


aeA y u~v => 


ra + u 
L a • u 


a + v 
a • v 


Diremos que ~ es compatible a la derecha (con la estructura de 
anillo de A) si 


c e A y u 


{ c + u 
u • c 


c + v 
V • c 


Diremos que ~ es compatible (con la estructura de anillo de A) 
si es compatible a la izquierda y a la derecha. 

Das características de las relaciones de equivalencia compa- 
tibles a la izquierda están dadas por el siguiente teorema. * 

Teorema. Sea A un anillo. Entonces 

1 ) Si — es una relación de equivalencia compatible a la izquierda, 
el subconjunto I de A definido por 

I = {a / a ~ 0} 

es un ideal a la izquierda de A que satisface 

a ~ b o a-bel 


Recíprocamente 



2) Si I es un ideal a la izquierda de A entonces la relación 
(-) a — b « a-bel 

es una relación de equivalencia sobre A compatible a la izquierda. 

Demostración 


1 . Restringida ^ a la estructura aditiva de A resulta, en virtud 
del teorema análogo demostrado para grupos, quel es un subgrupo 
de (A, + , 0) y, además, que a ~ b es equivalente a a - b e I. Vamos a 
demostrar que I es ideal a la izquierda. Sea a e A y sea xe I. Enton- 
ces x ~ 0 y por lo tanto a • x ~ a • 0, o sea a * x ~ 0 de manera 
que a • x e I. 

2. Según el teorema citado en la parte 1 de la demostración, {-) 
es una relación de equivalencia compatible con (A, + , 0). Vamos a 
demostrar que es compatible a la izquierda con respecto a (A, . ). Sea 
a ~ byseaxe A. Entonces a - b e I y por lo tanto 


con lo que 


x • a - x • b = x • (a - b) e I 
x * a — 1 x * b 


conforme queríamos probar. 

En forma análoga al desarrollo seguido para grupos se llega al 
resultado importante que establece una biyección entre la clase de 
relaciones de equivalencia compatibles a la izquierda con la estruc- 
tura de anillo en A y la clase de ideales a la izquierda de A. Idéntico 
resultado vale para las relaciones de equivalencia compatibles a la 
derecha e ideales a la derecha de A. 


El resultado obtenido al estudiar las relaciones de equivalencia 
en grupos que caracterizaban a los subgrupos distinguidos tiene el 
siguiente análogo: 

Teorema. Sea una relación de equivalencia definida sobre un 
anillo A. Entonces ~ es compatible conla estructura de anillo de 
A si, y sólo si, el ideal a la izquierda asociado a ~ es bilátero. 

Demostración. Sea~ compatible. Entonces el ideal a la izquierda 

I = {a / a ~ 0} 

asociado a ~ es bilátero. En efecto, si a e I entonces 

a ~ 0 


y por la compatibilidad a la derecha de se tiene que si x e A 


lo cual implica 


a * x ~ 0 • x = 0 

a • x e I 


con lo que queda demostrada nuestra afirmación. 



Recíprocamente, sea I = [a / a ~ 0} un ideal bilátero. En- 
tonces si a ~ byxe Ase tiene 

a-bel y (a-b)-xel 

por lo tanto 

a • x - b • x e I 

que equivale a 

a • x ~ b • x 


Puesto que por el teorema anterior ~ es compatible a la izquierda el 
teorema queda probado. 

Ha quedado pues establecida una biyección entre la clase de re- 
laciones de equivalencia definidas sobre un anillo A y compatibles 
con la estructura de anillo y la clase de ideales biláteros de A. 

Es posible ahora, de modo similar a lo efectuado al estudiar 
grupos, plantearnos el problema de definir una estructura de ani- 
llo en el conjunto cociente A / ~ de un anillo A por una relación de 
equivalencia compatible que convierta a la aplicación canónica 

9 : A - A / ~ 

en un morfismo de anillo. Entonces: 


Teorema. Sea A un anillo y sea~ una relación de equivalencia 




A i r 

■ ■ y 


• rtwi o 4-n Vi 1 n f • 


j.d J. ua y ex ru cclíu j íx j. í 


tructura de anillo de A. 


Sea A / — - el conjunto cociente de A por ~ y sea § : A -» A 
la aplicación canónica. Entonces 

1) Existe una UNICA estructura de anillo sobre A / ~ que con- 
vierte a § en un morfismo de anillos. 

2) Nu(§) = el ideal bilátero asociado a~. 

Demostración 


1. Por los resultados correspondientes a grupo cociente sabemos 
que sobre A / ~ está definida una ley de composición de grupo con- 
mutativo 

(A/~,+,0) 

que convierte a § : A -* A / ~ en un morfismo de grupos 

{A, +, 0) - (A / ~, +, 0) 

Queda entonces por definir una estructura de s emigrupo sobre A/~ 
distributiva respecto de + , La definición es análoga. SeaSyT e A/~. 
Existen entonces s y t e G tales que 

S= [x / x ~ s] = Q (s) 

T = {x / x ~ t] = 9 (t ) 
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Es fácil ver que el elemento 
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9 (s *t) 

está unívocamente determinado por S y T, de manera que 

r(S, T) - Q(s -t) 
l si seSyteT 

define sobre A / ~ una ley de composición, que denotamos también 
por 

(S, T) - S • T 

Se tiene además 

9(s -t) = s .T = 9 (s) * g (t) 

de manera que Q establece un morfismo de monoides 

9 : (A, •) - (A 

Resta por ver que + y • definen sobre A / ~ una estructura de ani- 
llo, lo cual es consecuencia de ser g unmorfismo sobre de las estruc- 
turas de grupo aditivo y monoide multiplicativo. Vamos a demostrar, 
sin embargo, la validez de la ley distributiva de • respecto de + 
en A / Sean S, T, U e A / Sean s, t, u en A tales que S = g (s), 
T = g (t) y U = g (u). Entonces 


9 (t + u) = 9 (t) + Q (u) = T + U 
9(s . t) * S-T 
g (s . u) = s . u 

y por lo tanto 


S • (T + U) 


g (s • (t + u) ) = g{s *t + s * u) 
g (s • t) + g {s • u) 
s . t + s • u 


De igual modo probamos la ley distributiva a la derecha. La cues - 
tion sobre unicidad es análoga al caso de grupo cociente. Se dejan 
a cargo del lector los detalles pertinentes. 

2. Por lo visto en la parte 2 del teorema correspondiente para 
grupos 

Nu(9) = [x / x ~ 0] 

y siendo-- una relación de equivalencia compatible, N(g) es un 
ideal bilátero. El teorema queda entonces demostrado. 

Definición, Con la notación del teorema anterior A / ^ s 0 de- 
nomina el anillo cociente de A por la relación de equivalencia — . 
Al morfismo g : A -» A/— se le denomina morfismo canónico. Si 
I es el ideal bilátero asociado a — , escribimos también 

A/~ = A / I 



Se deja a cargo del lector la demostración de la existencia de iso- 
moríismos 

A / {0} =- A 
A / A =- toj 

correspondientes alas situaciones I = {0} e I = A. {0} denota el 

(único) anillo de un solo elemento. 

Complementando el teorema anterior se tiene el siguiente. 

Teorema. Sea A un anillo y sea I un subgrupo de (A, +, 0). En- 
tonces las siguientes condiciones son equivalentes entre sí: 

1 ) I es ideal bilátero de A. 

2) Existe un anillo B y un morfismo f : A -* B tal que 

Nu(f) = I 

Demostración 

1. ^ 2, Es consecuencia del teorema anterior. En efecto, basta 

tomar B = A / I y C) el morfismo canónico. 

2. => 1.1 = Nu (f ) es un subgrupo de (A, +, 0). Seax e Ayc e I. 

Entonces 

f(x-c) = f (x) • f (c) = f(x).0 = 0 

f (c ■ x) = f(c) • f (x) = 0 • f (x) = o yj 

de manera que 

x • c e I y c • x e I 
I es pues un ideal bilátero de A. 

Ejemplo. Anillos cocientes del anillo de enteros racionales Z. Eos 
ideales de Z coinciden con los subgrupos de ( Z, + , 0 ) de manera que 
las relaciones de equivalencia en Z compatibles con la estructura 
de anillo son las congruencias. Sea m 0 Z, 0 < m. Sea Z / (m) 
el grupo cociente de Z por el subgrupo (m) de múltiplos de m. Los 
elementos de Z / (m) están unívocamente determinados por los res- 
tos de la división por m: 

Z/(m) = {0,1 ( m - 1 ) ] 

Además, el morfismo canónico 

9 : Z - Z / (m) 

está definido por 

r 9 (k) = £ 

\ si r es el resto de la división de k por m. 

De acuerdo con el teorema relativo a anillos cocientes, la es- 
tructura de anillo de Z / (m) está dada por 

r £ • s_ = h 

l si h es el resto de la división de r • s por m. 



m 


Veamos algunos ejemplos numéricos 

= 2. La estructura de anillo de Z / (2) está dada por 


m 


m 



+ 

0 

1 

• 


0 

1 



0 

0 

1 

0 


0 

0 



1 


0 

1 


0 



La 

estructura de anillo de Z / (3) 

está dada 

por 

+ 

0 

1_ 

2 

• 


0 

1 

2 

0 

0 

1 

2 

~0~ 


0 

0 

0 

1 

1 

2 

0 

1 


0 

1 

2 

2 

2 

0 


2 


0 

2 

1 


En el ejemplo siguiente se unen ambas tablas en una. 
- 6. La estructura de anillo de Z / (6) está dada por 


+ / • 

0 


2 

3 

4 

2 

0 

0 / 0 

i /o 

2/0 

3/0 

4/0 

5/0 

1 

1 / 0 

2 / 1 

3/2 

4/3 

5/4 

0/5 

2 

2/0 

~ t ~ 
ó / á 

4/4 

5/0 

0/2 

. / T 

I / 4 

3 

3/0 

4/3 

5/0 

0/3 

1 / 0 

2/ 3 

4 

4/0 

5/4 

0/2 

1 / 0 

2 / 4 

3/2 

5 

5/0 

0/5 

1/4 

2/3 

3/2 

4/ 1 


donde los numeradores corresponden a la estructura aditiva y los 
denominadores a la estructura multiplicativa. Por ejemplo, en la 
intersección de la fila 3 con la columna 4 se lee l/O. Esto signi- 
fica 

2 + i = i 

¿•4=0 

Estudiemos algunas propiedades de estos anillos cocientes Z/(m), 
0 < m. 


i. Z / (m) es un anillo conmutativo con identidad, 
ii. Z / (m) es un cuerpo si, y solo si, m es primo. 

En efecto, sea Z / (m) un cuerpo. Entonces si m no es primo po- 
demos escribir m = r • s con m>r>l y m > s > 1 . Por lo tanto 
pasando a Z / (m) se tiene 

{') r • s = 0 

Ahora 

1 < r < m => r / 0 



{dado que r = 0 equivale a ser r divisible por m). Por lo tanto r 
es inversible en Z / (m). Entonces de (') resulta 

0 = £ _1 •(£•£) = s 

lo cual equivale a que s sea divisible por m. Pero esto es impo- 
sible dado que 1 < s < m. Por lo tanto m es primo. 

Recíprocamente, sea m primo. Probemos que Z / (m) es un 
cuerpo. Sea en efecto, r_ e Z / (m), con £ 0 o sear e Z satis- 

face 

0 < r < m 

m primo implica entonces (m, r) = 1. Por propiedades elementa- 
les del máximo común divisor existen t, h e Z tales que 

(") 1 = (m, r) = t • m + h * r 

Pasando (") al anillo cociente resulta 

1 = t 1 • 0 + h' * r = h' * r 

(donde con t 1 y h 1 hemos indicado los restos de la división de t y 
h por m). Sigue que r es inversible. Ha quedado entonces comple- 
tamente probado ii. 

99 


E. Un Teorema de Isomorfismo 

En el capítulo anterior se consideró el problema de la carac- 
terización de los grupos G 1 que son imágenes de un grupo G por 
morfismos f : G -* G 1 . El resultado fue que cada tal G' es iso- 

morfo (y en forma natural) al grupo cociente G / H de G por el 
subgrupo invariante H = Nu(f). 

El problema análogo formulado para anillos da lugar al siguien- 
te teorema. 

Teorema. Sean A y B anillos y sea f : A B un morfismo so- 
bre. Sea 

I = Nu(f) 

Existe entonces un único isomorfismo g : A/l -* B conlapro- 
piedad de hacer conmutativo el diagrama 

A 

(D) 9, ^f 

A / I -* B 

1 g 

o sea, tal que 


g o 9 = f 



Demostración. Según vimos en el teorema análogo para grupos 
existe un isomorfismo 

g : (A/1, + ,0) - (B, + , 0) 

definido por 

g(S) = f(s) si 9 (s) = S 

Se trata entonces de comprobar que g preserva también la estruc- 
tura multiplicativa. Sean S, T e A / 1 y sean s,t e A tales que 

9 (s) = S y Q (t) - T. Siendo asi, sabemos que 9 (s *t) = S • T en 
A / I. Por lo tanto 

g(S-T) = f(s-t) = f(s).f(t) = g(S).g(T) 

10 cual prueba nuestra afirmación. 

Verifiquemos la unicidad de g. Sea h : A/l -» B unisomorfismo con 
la propiedad h o Q = f. Entonces 

h o 9 = g ° 9 

y siendo 9 unmorfismo sobre se tiene la igualdad h = g. (En efecto, 
sea S e A/l y s e S con 9 ( s ) = S. Entonces h (S) = h (9 (s) ) 

= (h o 9) ( s ) = (g o 9) (s) = g(9(s)) = g(S).) 

Corolario. Sean A y B anillos y sea f : A -*■ B un morfismo. 
Entonces si I = Nu(f) existe un único monomorfismo g : A/l -* B 
tal que g o 9 - f. 

Demostración, Ejercicio para el lector. 

Ejemplo. Característica en un anillo con identidad . Sea A un ani- 
llo con identidad 1 . Sea f : Z -* A la aplicación definida por 

f (m) = m * 1 si m e Z 

donde m • 1 significa 

m • 1 = 1 +1 + ...+ 1 (m veces) si 0 < m 

m • 1 — 0 si m = 0 

m • 1 — -((-m)*l) = - (1 + 1 + .. + 1) si m < 0. 

- m veces 

Nótese también, en el caso m < 0, la validez de 

m • 1 = (-1) + (-1) + .. + ( - 1 ) ( - m veces ) 

= (-m) -(-I) 

Vamos a probar que f es un morfismo. Sean m, n e Z. Con- 
sideremos las situaciones siguientes: 

i. 0 < m, 0 < n. Entonces es claro que f (m + n) = f(m) +f(n). 
ii. m < 0, 0 < n. Entonces 



= (-m)-(-l) 

+ 

n • 1 


’ - ((-m)-n). 

(- 

1 ) si n < 

| m | = valor ab 




soluto de m 

\ = (n- (-m) ) • 

1 

si | m | 

< n 

= (m + n) • 1 

en ambos 

casos . 


Por lo tanto f (m + n) = f (m) + f (n) 

iii. 0 < m, n < 0. Es análoga a ii. 

iv. m < 0, n <’0. Entonces 

m • 1 + n • 1 = - ( (- m) • 1 ) + - ( ( - n.) * 1 ) 

= -( í- m) .1 + (-n) -1) 

= -( (- m - n) ■ 1 ) 

- {m + n) ■ 1 

o sea f (m + n) = f (m) + f(n). 

Los casos en que m = 0 o n = 0 son inmediatos. Se ha probado 
pues que f es un morfismo de las estructuras aditivas. El lector 
deberá verificar que f (m * n) = f (m) • f (n). Nótese, además, que 
f (1 ) = 1 . 

f es pues un morfismo de las estructuras de anillo. Es impor- 
tante observar que f es el único morfismo de Z en A. En efecto, otro 
morfismo h : Z -» A debe satisfacer h(l ) = 1 yasíh(2) = h(l ) + h(l ) 
= 1 + 1 = 2-1, h (- 2) = - h(2) = (-2) .1 etc. , h(m) = m • 1 cual- 

quiera que sea m e Z, de manera que h = f. 

Sea entonces m e Z, 0 £ m tal que Nu (f) = (m). Sigue, en 
virtud del corolario, la existencia de un monomorfismo g: 
Z/(m) -» A tal que el diagrama 

Z 

& 4 

Z / (m) - A 
g 


es conmutativo. La unicidad def, demostrada arriba, y la unicidad 
de g, dada por el corolario, permiten asociar unívocamente 

A -► m 


al anillo A el entero no negativo m. Se denomina m la caracterís- 
tica de A. Veamos la propiedad fundamental de m. Sea k un entero 
tal que k* 1 = 0 en A. Entonces 

el ) Si m = 0 es k = 0 
c2) Si m ^ 0 m divide a k. 


En efecto, 
por lo tanto 


en la situación el ) m = 0 equivale a 0 = (m) = Nu (f) 
k / 0 => f (k) ^ 0 
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o sea 


k 0 


k- 1 f 0 



de manera que 


k • 1 


O => k 


0 . 


En la situación c2), 

O = k *1 


f (k) » k e Nu (f ) 

« k 0 (m) 

» m divide a k 


Otras propiedades 


- Sea A un anillo (con identidad) de característica m ^ 0. 
ionces cualquiera que s ea a e A es m* a = a_+ a + . . + a = 
efecto, 

m • a = a + a + . . . + a 

= 1-a + l- a + 1 • a 

= (m * 1 ) • a 


m veces 


= 0 ♦ a 

= 0 


En- 
0. En 


Un cuerpo posee característica m = 0 o m = primo. Sea A 
un cuerpo de característica m ^ 0. Sea m = s • t, 1 ^ s £ m, 
1 ^ t ¿ m. Ahora en Z /(m) se tiene 

s • t = m = 0 


por lo tanto 

g (±) * g {£) = 0 en A 

y siendo A un cuerpo debe ser 

g <£) = 0 o g(t) = 0 
y siendo g un monomorfismo debe ser 

s = 0 o t = 0 


o sea 

s múltiplo de m o t múltiplo de m 
pero l^s^myls t¿ m. Se sigue que 

s = m o t = m 


por lo tanto m es primo. 

Ejercicio . Sean A y B anillos con identidad. Sea C = A © B la 
suma directa de los grupos aditivos correspondientes. 

1 . Verificar que la ley de composición 

(a, b) • (a', b') = (a • a', b • b') 

define sobre (C, +, 0) una estructura de anillo con identidad. 

2 . Analizar la característica de C en términos de las características 
de A y B. 



3. Determinar la característica de los siguientes anillos: 


a) Z/(2) © Z/ (2) 

b) Z/<2) © Z/(3) 

c) Z/(2) © Z/(4) 

d) Z/(4) © Z/(6) 


e) Z © Z/(3) 

f) Z © Z 

g) Z © Q 

h) Z / (3) ® Z/(5) 


Ejercicio. Sea p un número primo. 


1 . Probar que en todo anillo conmutativo A, conidentidad de ca- 
racterística p, la aplicación a -» a p es un endomorfismo. (Sugeren- 
cia: utilice la fórmula del binomio y la relación aritmética: (£ ) = 0 
(mod p) si 0 < k < p. ) 


2. Probar el Teorema de Fermat 

mP" 1 = 1 (mod p) si (m, p) = 1 
(Sugerencia: aplique el ejercicio 1 a la situación A = Z/(p). ) 


F. Anillos Conmutativos. Anillos de Polinomios 


Es interesante destacar una clase de anillos por su im- 
portancia en las aplicaciones, especialmente en la geometría 
algebraica moderna y en la teoría algebraica de números. Nos 
referimos a los anillos conmutativos o sea aquellos en los que el 
producto es conmutativo. Una rama del álgebra los estudia sis- 
temáticamente, a saber, el álgebra conmutativa . 


Entre los anillos conmutativos, los más importantes son sin 
lugar a duda los anillos de polinomios y es nuestra intención hacer 
aquí un breve estudio. En los cursos elementales de álgebra los 
polinomios se introducen como: "expresiones formales 

a„X” + a n _ l X“~ 1 + ... + a,X + a 0 


donde los coeficientes ao, a lf . . , a n son números y donde X es una 
cantidad indeterminada" . En estos cursos se estudian las opera- 
ciones de suma, producto de polinomios y se desarrolla toda una 
aritmética (divisibilidad, máximo común divisor, algoritmo de di- 
visión, etc. ). En cursos posteriores se hace necesario analizar 
más detenidamente el papel de la "X". Un método expuesto corrien- 
temente en los libros de álgebra introduce los polinomios con 
coeficientes en un anillo A como sucesiones 


(a-O) a i» • • • j a i» • • • )» a i s A 

donde todos los a 1( excepto un número finito, son iguales a 0. La 
idea subyacente en este método es "sumergir" el anillo A en un anillo 
(llamémoslo B) que contiene un elemento que hará el papel de la X. 
Los polinomios no son entonces otra cosaque elementos de B y la 





suma y producto de los mismos corresponden a la suma y producto 
del anillo B. 

Vamos a formalizar este punto de vista. Sean A y B anillos 
conmutativos y sea A subanillo de B. Sea b e B. Llamaremos ex - 
presión polinómica en b (con coeficientes en A) a todo elemento, de 
B, de la forma 

(P) a n • b n + a n _ x • b 11 " 1 + . . . + a x * b + a*, 

donde los . . , a n son elementos de A que llamaremos coeficientes 
de la expresión polinómica en b. Por ejemplo, siA=ZyB = Q y 
b e Q, las siguientes serian expresiones polinómicas en b: 

a) 2b - 1 d) - b 3 + 3b 3 - 2 + b 

b) b s - 2 e) 0 

c) b 3 f) 5 

En efecto, veamos como a), . . , f) se expresan en la forma (P): 

a) 2 • b + (-1 ) d) 3 * b 3 + (-1 )b 2 + b + (-2) 

b) 1 * b 2 + 0 • b + (-2) e)0o también 0 * b + 0 o también 

c) 1 • b 3 + 0 * b 2 + 0 • b 0 • b 2 + 0 • b + 0, etc. 

f) 5 o también 0 • b + 5, . . . 

Supongamos además que A y B poseen un mismo elemento iden- 
tidad. Si formamos ahora el conjunto, denotado por A[b], de todas 
las expresiones polinómicas en b con coeficientes en A es fácil 
verificar que A[b] es un subanillo de B y además que la suma y 

producto de expresiones polinómicas en b coinciden con la suma 

y producto de "polinomios en b" que s e han aprendido en cursos ele- 
mentales. Hay, sin embargo, un detalle relacionado con una 
propiedad fundamental de polinomios que no hemos mencionado an- 
teriormente: 

r a n X n + a n _ 1 X n “ 1 + ... + a x X + a 0 = 0 
* \ si, y sólo, si a n - .. = a 0 = 0 

Esta propiedad es equivalente al siguiente criterio de igualdad 
de polinomios. Sean 

f = a n X n + a^X"" 1 + . . . + ajX + a 0 , a n ¿ 0 

g = b.x" + v.x"- 1 + . . . + b,x + b 0 , b, ¿ o 

entonces 

f = g si, y sólo si, n = m y aj = bj cualquiera que sea j,0 £ j =* m 

La propiedad (0) es responsable del carácter "formal" de los 
polinomios, o sea que los polinomios en X sean "lo mismo" que los 
polinomios en Y. 



Volviendo a nuestro esquema de definición tendremos que ga- 
rantizar la verificación de una propiedad del tipo (0). Por ejemplo, 
en ZcQ, si tomamos b = l/2 se tiene 

2b - 1 =0 

contrario a (0). Por lo tanto, la teoría depolinomios hecha conb= l/2, 
no seria la adecuada a nuestros fines. Es fácil concluir que ningún 
numero racional serviríapara ese fin. Sin embargo, si "sumergimos" 
Z en R, se sabe, aunque es difícil de probar, que existen elemen- 
tos t llamados trascend entes , para los cuales 

( a n t n + a^jt 11-1 + . . . + a x t + a 0 = 0 
[ si, y sólo si, a n = ... = a 0 = 0 

(Por ejemplo tt y e son trascendentes. ) Entonces una teoría de 
polinomios con coeficientes en Z podría desarrollarse sin ambi- 
güedades considerando las expresiones polinómicas en un numero 
trascendente t de R con coeficientes en Z. Dichas expresiones poli- 
nómicas, que en realidad podríamos llamar directamente polino- 
mios en t, no serian otra cosa que números reales y las operaciones 
entre los mismos más que las operaciones entre números reales. 
Por lo tanto, una teoría de polinomios con coeficientes enteros es 
perfectamente admisible. 

Para nuestro tratamiento general necesitamos garantizar la 
existencia de elementos trascendentes, que llamaremos también 
indeterminadas de acuerdo con la terminología actualmente en uso. 
Esto lo haremos valiéndonos de la siguiente hipótesis. 

Hipótesis. Para todo anillo conmutativo A con identidad existen 
un anillo conmutativo B con la misma identidad de A y un elemento 
X e B, tales que 

- A es subanillo de B. 

- X es trascendente sobre A, en el sentido de (0). 

En las condiciones de la hipótesis, consideramos la totalidad 
de expresiones polinómicas en X con coeficientes en A, conjunto 
que denotamos por A[X], Las leyes de composición en B definen 
sobre A[X] una estructura de anillo. A[X] con esta estructura se 
denomina el anillo de polinomios en X con coeficientes en A, Explí- 
citamente las leyes de composición en A[X] son: 

Sean p (X) = a n • X" + a^ • X n_1 + ... + a x • X + a 0 

q (X) = a¿ . X“ + a¿_ x . X”^ 1 + . . . + a[ - X + a¿ 

(Sin pérdida de generalidad puede suponerse n = m, dado que 
si, por ejemplo, n < m, podemos escribir 

p(X) = 0 ■ X" + . . + 0 • X n+1 + a„ • X" + . . . + ai • X + 3o). 
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Entonces 


p(X) 4- q(X) 
p(X) - q(X) 


X n 4- 


+ Sl • X 1 + 


+ s 0 


donde 
*n+ a * 



+ 


a 4 4- 


a}, i = o, . . . , m 
4- • X 1 4- . . . 4- r 0 


donde r t = aj * a¿ 4- a 4-1 • aj 4- . . 

4- a^ • 3-}— i 4' a 0 • aj 


i = o, . . , m 4- n 

En esta forma la introducción del anillo de polinomios A[X] se 
efectúa sin ambig'üedaddes. La dificultad radica en admitir la exis- 
tencia de anillos B y elementos X como se ha hecho en la hipótesis. 
Sin embargo, no es difícil de probar la existencia de indeterminadas 
sobre un anillo conmutativo y en lamayoria de tratados sobre alge- 
bra, donde se hace un tratamiento riguroso de la teoría de polinomios, 
pueden obtenerse los detalles pertinentes. (Véase, por ejemplo, la 
referencia bibliográfica (7). ) 


De ahora en adelante al hablar de polinomios en X con coefi- 
cientes en un anillo A nos referiremos al conjunto A £X] con las 
leyes de composición usuales y omitiremos toda mención del anillo 
B. Un elemento importante en esta teoría que juega el papel del va- 
lor absoluto en el caso del anillo Z es el grado de un polinomio . 


Definición. Seap(X) = a n X" + ... + a x X 4- a 0 . Diremos que 
p(X) tiene grado m 

gr(p(X)) = m 
si 

;a. í o 

lm < i => a } ~ 0 

Si p (X) posee grado m, se llama coeficiente director de p (X) 
al elemento a B . Si a B = 1 se dice que p (X) es un polinomio mónico. 

Se sigue de la definición que el grado de unpolinomio es un entero 
positivo o nulo y que todo polinomio que tiene grado difiere del polino- 
mio nulo. A este último no se le asigna ningún grado. Las propiedades 
del grado son las siguientes: 

1 . 0 á gr(p(X)) 

2. gr (p (X) ) = 0 « p(X) e A 

3. gr (p (X) 4- q (X) ) £ máximo [gr (p (X) ), gr(q(X))] 

si p (X) 4- q (x) 0 

4. gr (p (X) • q (X) ) ^ gr (p (X) ) 4- gr (q (X) ), si p (X) . q (X) ^ 0. 
donde p (X) y q(X) denotan polinomios no nulos. 

Es muy importante la siguiente variante de 4. 



Proposición. En 4 vale la igualdad si, y sólo si, a n * a’ ^ 0, 
donde n = gr (p (X) ) y m = gr (q (X) ). (a n y a¿ son los coeficientes 
directores de p (X) y q(X), respectivamente. ) 

Demostración, La demostración es consecuencia del análisis 
de los coeficientes del polinomio producto. 

Corolario (Importante). Si A es un cuerpo, entonces en A[X]: 

p(X) -q(X) = 0 » p(X) = 0 o q{X) = 0 

Demostración. <= es trivial. Reciprocamente, si fuera p(X) 0 
y q{X) f 0, entonces en virtud déla proposición anterior aplicable 
a nuestra situación por ser A un cuerpo: 

gr( P (X) * q (X) ) = gr (p (X) ) + gr(q(X)) * 0 

por lo tanto p (X) • q (X) ^ 0. 

Mencionemos finalmente la existencia de algoritmo de división 
en el anillo de polinomios con coeficientes en un cuerpo. 

Teorema. Sea K un cuerpo y sea K[X] el anillo de polinomios 
con coeficientes en el cuerpo K. Sea p (X) e K[X], p (X) ^ 0. Si 
q(X) e K[X] existen t (X), r (X) e K[X] tales que 

a) q (X) = t (X) * p (X) + r(X) 

b) r (X) = 0 o gr (r (X) ) < gr (p (X) ) 1 ÍX7 

IVf 

t (X) y r (X) están unívocamente determinados por a) y b). 

La demostración es enteramente análoga al caso de existencia 
de algoritmo de división en Z. 

Es importante notar que la hipótesis que K sea un cuerpo es 
esencial; por ejemplo, en el anillo Z[X] de polinomios con coefi- 
cientes enteros no existe algoritmo de división. En efecto, si p (X) 

= 2X y q (X) = X no existen t (X), r (X) en. Z[X] tales que 

X = t(X) *2X + r (X) 

(si a es el coeficiente director de t (X) tendría que satisfacerse 
1 = a • 2, lo cual es imposible, . . en Z. . . 

Ejemplo 

Sea A Z/(4) y sean p(X) = 2*X+2 = q (X). Entonces 

P (X) + q (X) = 0 

p(X) • q (X) - 0 

Sean p (X) = ^ * X 2 + X + 1_, q (X) = 2_ • X 2 + 1_. Entonces 

p (X) + q(X) = X + 2 

p(X) . q(X) = 2 -X 3 + X + l_ 



Ejemplo: Anillo de enteros de Gauss . Sean A = ZyB = C, Sea 


b = i e C 

(i 2 = - 1 ). El anillo Z[i] de expresiones polinómicas en i, concoe- 
ficientes en Z, se denomina el anillo de enteros de Gauss. Puesto 
que las potencias de i satisfacen 

• 2 i • 3 . . 4 -i 

1 — - 1,1 — - 1,1 — 1 ,-. 

los elementos de Z[i], poseen la forma 

m + n • i, m, n e Z 

Sea ahora Z[X] el anillo de polinomios en X con coeficientes 
en Z. La aplicación (llamada especialización de X por i) 

p (X) = a n X n + .. + a x X + a Q - p (i) = a n i n + . . + a L + a 0 

define un morfismo sobre 

Z[X] - Z[i] 

cuyo núcleo es el ideal I = (X 3 + 1 ) de múltiplos (en Z[X]) del po- 
linomio X 3 + 1 , En efecto, es claro que 

(X 3 + 1) c I 

Recíprocamente, sea p (X) e I y sea 

(U) p(X) = (X 3 + 1) . r (X) + s (X) 

r (X) y s (X) e Z[X] 
s (X) = 0 o gr (s (X) ) < 2 

(Dejamos a cargo del lector la justificación del paso anterior. ) 

Especializando X por i resulta 

0 - p (i ) = 0 + s(i) 

lo cual dice que i es raíz de s (X). De la teoría elemental de ecua- 
ciones sigue que - i = conjugado de i, es también raíz de p (X). Por 
lo tanto, s (X) es divisible por 

(X - i) • (X + i) = X 3 + 1 

Esto implica, luego de (U) que p (X) e (X 3 + 1 ), o sea I c (X 3 + 1 ). 
En definitiva, I = (X 3 + 1). Por lo tanto, el isomorfismo 

Z[i] - Z[X]/(X a + 1) 


G. Dominios de Integridad. Cuerpo de Cocientes 

Definición. Un anillo conmutativo A se denomina un dominio 
de integridad si x • y = 0 en A y si, y sólo si, x = 0 o y = 0, ~~~ 




Estos anillos son muy importantes en aritmética, heurísticamen- 
te podríamos afirmar que son la generalización natural del anillo 
Z de los enteros racionales. 

Ejemplos 

1. Z. 

2. Todo cuerpo es un dominio de integridad. 

3. Si A es un dominio de integridad, entonces A[X] es un dominio 
de integridad. Por lo tanto, Z[X],Q[Z], R[ Z], C[X] son dominios 
de integridad. 

Otros ejemplos pueden obtenerse a partir del siguiente teore- 
ma que da una condición necesaria y suficiente para que el anillo 
cociente A/l de un anillo conmutativo sea un dominio de integridad. 

Teorema. Sea A un anillo y sea I unidealde A. Entonces las 
dos condiciones siguientes sobre I son equivalentes entre sí. 

pl) A/l es un dominio de integridad. 
p2) u, v € A y u • v e I => us Iovel 

Demostración, pl ) => p2). Sean u, v s A con u • v si. Si 

Q : A -» A/l denota el morfismo canónico, entonces 

u • v s I » 0 = Q (u • v) = Q (u) • Q (v) 109 

O 9(u) = o o Q (v) - 0 (por pl ) 
o usl o v s I 

p2) => pl ). SeanS, T s A/l y s ean s, t s A tales que Q (s ) = S y 

9 (t) = T. Entonces 

S * T = 0 » 0 = Q (s) ' Q (t) = Q (s *t) 

« s • t e I 

«sel o tsl (por p2) ) 

** 9(s) = o o 9 (t) = o 
« S = 0 o T = 0. 

El teorema queda demostrado. 

Definición. Un ideal I de un anillo conmutativo A que satisface 
las condiciones del teorema y es además distinto de A se denomi- 
na ideal primo. 

Ejemplo, En el anillo Z de enteros racionales los ideales primos 
I son exactamente estos: 

(P) I = (0) e I = (p), p primo 

Que los ideales (P) son primos sigue en efecto de 


Z/ (0) =*= Z y Z/(p) es cuerpo 



y del teorema anterior. Reciprocamente, sea I = (m) un ideal 
primo. Si m = 0 no hay nada que probar. Si m ¿ 0 y es m = r. • s, 
0 < r, 0 < s, entonces m e I implica r e I o s e I. Sea reí, en- 
tonces I - (m) implica r = k • m, k e Z. Por lo tanto 

m = r*s = k • m • s 

y siendo 0 ^ m es 1 = k • s y la única posibilidad de s es s = 1 . Por 
lo tanto, la única factorización de m es 1 • m, m es entonces primo. 

Ejemplo. Sea R el cuerpo de los números reales y sea A= R[X] el 
anillo de polinomios en X con coeficientes reales. Sea I c A de- 
finido por 

I = (X 3 + 1) = (X 2 + 1) . R[X] 

o sea I es la totalidad de múltiplos, en A, del polinomio X 2 + 1. 

Afirmación . I es ideal primo de A. Es de inmediata verifica- 
ción que I es ideal de A. Sean t (X), v (X) e A tales que t(X) • v(X) e I. 
Existe entonces r (X) e A tal que 

( 1 ) t(X) • v(X) = (X* + 1) • r (X) 

Ahora, en virtud del algoritmo de división en R[X], podemos es- 
cribir 

110 (II) t(X) = (X* + l)-h(X) + s (X) 

v(X) = (X® + 1). g(X) + w (X) 

donde s (X) y w (X) satisfacen 

s (X) = 0 o gr (s (X) ) < 2 
w (X) = 0 o gr (w(X) ) < 2 

Si fuera s (X) = 0 entonces t (X) seria múltiplo de X a + 1, o sea 

t (X) e I y no habría nada que probar. Análogamente, si w{X) = 0. 
Por lo tanto, supongamos que s (X) y w (X) poseen grado menor que 
2. Se sigue que 

(ni) gr (s (X) . w(X) ) ^ 2 

Efectuando el producto t(X)* v(X) según (II) y comparando con 
(I) resulta 

s (X) ■ w (X) e I o sea s (X) • w (X) = (X 3 + 1 ) • j (X) 

Sin embargo, por razones de grado (véase (III) ) debe ser 

gr (j (X) ) = 0 o sea j (X) = q e R 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer j (X) = q = 1 . En 

definitiva se tiene 

(IV) s (X) • w(X) = X 2 + 1 

y siendo ahora gr (s (X) ) £ 1 y gr (w (X) ) £ 1 se tiene 



gr (s (X) ) = 1 o sea 6 (X) = aX + b, a ^ 0 
gr (w(X) ) = 1 osea w (X) = cX + d, c ^ 0 


Escribiendo (IV) 

(aX + b) . (cX + d) = X 3 + 1 

resulta 


por lo tanto 


ac 


+ b 3 - 


= bd = 1 y ad + be = 0 
a 3 (bd) + b 2 {ac) = ab {ad + be) 


0 


una contradicción, ya que a ^ 0. Ha quedado confirmada nuestra afir- 
mación que I es ideal primo de A. 


De acuerdo con el teorema que se acaba de probar se tiene que 
A/l es un dominio de integridad. Vamos a caracterizarlo. Sea 
p(X) e A. Entonces, en virtud del algoritmo de división de polinomios 
existen únicos polinomios s(X) y r{X) tales que 


p(X) = (X 3 + 1 ) * s (X) + r (X) 
donde r (X) = 0 o gr (r (X) ) £ 1 

La condición r (X) = 0 o gr (r (X) ) ^ 1 puede expresarse también 
diciendo que r (X) es un polinomio de la forma 

r (X) = bX + a 

donde a, b son números reales determinados por p (X). 

Nótese además que si 

q (X) = (X 3 + 1)- s’(X) + (bX + a) 

entonces p (X) - q(X) e I, de manera que si Q : A -» A/l denota el 
morfismo canónico se tiene 


9 (p (X) ) = 9 (q (X) ) = 9 (bx + a) 


o sea 


9 (p (X) ) está unívocamente determinado por 
el par ordenado (a, b) de coeficientes 
del polinomio bX + a, resto de la 
división de p (X) por X 3 + 1. 


De acuerdo con lo precedente, los elementos de A/l los deno- 
taremos por pares {a, b). 


Es interesante considerar ahora cómo se opera en A / I de 
acuerdo con estos pares. Sean pues (a, b), (c, d) e A/l, Entonces 


9 (a + bX) = (a, b) y 9 (c + dX) = (c, d) 


Por lo tanto 


{a, b) + (c, d) = 9 {a + bX) + 9 (c + dX) = Q ( (a + c) + (b + d)X) 
= (a + c, b + d) 
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(a, b) • (c, d) = g {a + bX) • 9 (c + dX) 

= g (a + bX) . (c +■ dX) 

= g ( (ac - bd) + (ad + bc)X + bd(X a + 1)) 

= g ( (ac - bd) + (ad + bc)X) 

= (ac - bd, ad + be) 

La estructura obtenida así en A / 1 no es otra cosa que el anillo (o 
mejor dicho, el cuerpo) C de los números complejos. 


Las propiedades fundamentales de los dominios de integridad 
están ligadas a propiedades bien conocidas del anillo Z de enteros 
racionales. Una primera propiedad es laposibilidad de "sumergir" 

1 1 *■1 -í -J V“H J A 4 V% n wwí J ^ J A •» -m v. V».-. « A ..... n — ”1 _ ^ I I ^ _ 
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cientes" de elementos de A. Esto corresponde a la construcción 
del cuerpo Q de fracciones de elementos enZ. Una segunda propie- 
dad es la teoría general de la divisibilidad, existencia de algoritmos 
de división, etc. La primera propiedad se resume en un teorema 
que vamos a enunciar a continuación. La segunda es mucho más 
compleja y da lugar al estudio de estructuras particulares, como 
son los dominios de factorización única, los dominios euclidianos, 
los dominios de ideales principales. * 

Teorema de Inmersión de un Dominio de Integridad enun Cuerpo 
de Cocientes. Sea A un dominio de integridad. 

1 ) Existe un cuerpo D y un monomorfismo 


g : A -» D 

tal que para todo d e D existen r, s e A que satisfacen 
6 / 0 y d = g (r) • 9 (s )“ 1 

2) Si D* es un cuerpo y g* : A -♦ D* con las mismas propie- 
dades que enl). Existe un isomorfismo 


9 : D -* D* 

tal que el diagrama 

A 

& \ 9 * 

D -? D 1 
9 

es conmutativo. 

Demostración 


1. La demostración se hace repitiendo el esquema de construcción 
de los números racionales a partir de los números enteros. Los 
detalles se dejan a cargo del lector. 


* Vease, por ejemplo, Zariski-Samuel, Commutative Algebra, 
Vol. 1, pags. 21-24, 242-247 (1958). 



2 . Sean D, D*, 9,9* como en 1) y 2 ). Sea x e D. Existen entonces 
r, s e A, s / 0 tales que 9 (r) • 9 (s) _1 = x. Si además tuviéramos 
${**)• 9 (s'V 1 , r', s' e A, s 1 / 0 se tendría 

9(r) • gis)' 1 = g (r 1 ) • g (s 1 )“ 1 
o sea 9 (r) • 9 (s') = g (r ') • g (s) 

4 (r * s * ) = g (r 1 • s) 

y siendo 9 un monomorfismo, se tendrá 

r • s ' — r 1 • s 

Por lo tanto 

9* (r) • g* (s 1 ) = 9* (r • s 1 ) 
de manera que 

g*{r) • g* (s) -1 
lo cual demuestra que 

x - g* (r) • g* (s) _1 
si x = 9 (r) . g (s)" 1 

define una aplicación 

g : D -* D* 

que satisface, si a e Ay b / 0 en A, 

(g o 9) (a) = g (9 (a) ) = g (9 (a • b) . g (b)" 1 ) 

= g* (a • b) • g* {b) -1 = g* (a) . g* (b) *$*(b)" 
= 9 * (a) 

de manera que 

g o g = 9* 

que demuestra la conmutatividad del diagrama anterior. 

Falta por demostrar que g es unmorfismo de anillos y, además, 
que es un isomorfismo. Se encomienda al lector su verificación. 

Definición. Un cuerpo D con las propiedades dadas en el teo- 
rema se denomina un cuerpo de cocientes de A. Si D es un cuerpo 
de cocientes de A se suele identificar A con un subanillo de D por 
medio del monomorfismo 9. Los elementos de D se escriben en- 
tonces r . s -x , r, s e A, s 0 o también por medio de fracciones 
r/s. 

La segunda parte del teorema demuestra que todos los cuerpos 
de cocientes de un dominio de integridad son isomorfos entre sí, 
siendo el isomorfismo "natural" en el sentido que existe un diagra- 
ma conmutativo, como el señalado en el teorema. Este isomorfismo 
de los diferentes cuerpos de cocientes se expresa técnicamente 
diciendo que todo dominio de integridad posee esencialmente un 
cuerpo de cocientes o también que un dominio de integridad posee 
un único cuerpo de cocientes, salvo un isomorfismo. Se habla 


= g* (r 1 • s) = 9* (r 1 ) • g* (s) 
= 9*(r') • g* {s'T 1 



entonces del cuerpo de cocientes del dominio en cuestión. Note el 
lector que si en particular A es un cuerpo, entonces A es su propio 
cuerpo de cocientes. 

Ejercicios 

1 . Sea K un cuerpo y sea A un subanillo de K, con identidad. 

i. Probar que la identidad de A coincide con la identidad de K. 

ii. Probar que A es un dominio de integridad. 

iii. Probar que K es cuerpo de cocientes de Á si, y sólo sí, se 
satisface la condición siguiente: Para todo k e K existe 
a e A, 0 a tal que k * a e A. 

2. ' ¿Es R cuerpo de cocientes de Z? 

3. Sea A = Z[i] el anillo de enteros de Gauss. Probar que el sub- 
anillo D = Q[i] de C de expresiones polinómicas en i (i 2 = -1) 
con coeficientes racionales es cuerpo de cocientes de A. 

4. Sea A = Z[/2] el subanillo de R de expresiones polinómicas 
en,/2 con coeficientes enteros. Probar que el subanillo D= Q[/2 ] de 
R de expresiones polinómicas en /!£ con coeficientes racionales 
es cuerpo de cocientes de A. 

5. Sea K un cuerpo y sea K[X] el anillo de polinomios con coefi- 
cientes en K. Describir un cuerpo de cocientes de K[X], 
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